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我喜欢这本笮。它汫解濟晰，易于理解。用败:值进汙试验，用自己的方式从现赛结栗中猜 


测，最后究床证明。 


― Jurgen Bierbrauer, 密歇根埋工大学 


芩笮毎一章非常蔺短而且自床降系， 徂容易 从中挑逛我喜爱的宝題。芩笮写侑 风袼 粧待， 


笮中进供了极 m 的示例，从扪凼定理的敘述和证明。这种风裕非常逯合于數论的初级播程。 

— Maureen Fenrick, 明 M 苏达州 A 大卞曼凯托分校 


本15 曲阳 II:数学专业学生，讲述了有关数论的知识，教给他们如何用数学方法思考问题，同时介绍 
/tl 前数论研充的某咚前沿课趙。本书采用轻松的％作风格，引领读者进入龙妙的数论世界，不断激发 
读存的好奇心，汴通过，精心设计的练>]来培养读者的探索精神~创新能力。对 j •定理的证明，则强 
调证明方法而+仅仅是得到特定的结果。 
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Curves》 0 
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译者序 

2006年夏天机械工业出版社找到我，希望翻译美国布朗大学 Silverman . 教授的数论人门 
书 《A Friendly Introduction to Number Theory ). 由于我个人教学科研任务比较繁重，遂联合我 
指导过的吴克俭（湛江师范学院）、卢青林（徐州师范大学）与曹惠琴（南京审计学院）三位博 
士共同翻译这本名著. 

我国髙等教育偏重传授知识，而美国更重视启发式教育.（我在加州大学教过课，对此 
深有体会 .） 在数学教学上，也是 如此. 反映在教材上，国内不少数学教材内容既多又难， 
而美国的同类教科书更重视对读者循序渐进式的 启发. 在翻译过程中，我们感到 Silverman 
教授这本书尤其体现了国外教材的风格，它引领读者进人美妙的数论世界，不断激发读者的 
好奇心，并通过一些精心设计的练习来培养读者的探索梢神与创新能力 • 

我国古代数学曾有很辉煌的成就.著名的中国剩余定理（见第11章）最初以问题形式出 
现于公元 3 世纪时我国的数学著作《孙子算经》（孙子 所著〉 中，相应的一次同余式组解法由 
南宋数学家秦九韶 （1202 — 1261) 在其 1247 年出版的名著《数书九章》中给出.本书中所称的 
毕达哥拉斯定理在我国叫做勾股定理，我们把相应的毕达哥拉斯三元组译为勾股 数组； 我国 
古代数学著作《周髀算经》中就记载着“勾广三，股修四，径隅五”（即有边长分别为 3, 4, 5 
的直角三角形），据传这出自于西周开国时期大夫商高与周公的对话.另外，由二项式系数 
组成的帕斯卡三角形（见第 36 章）在我国叫做杨辉三角形，因为南宋数学家杨辉 （约1238- 
1298) 在其著作 《详 解九章算术》中记载的同类工作早于帕斯卡 （1623—1662)400 多年. 

在翻译过程中我们尽量沿用作者原来的表述，但有时需要对+别字句（包括一些诗）进 
行意译.我们还添加了关于梅森素数的最新记录，并提及最近一些数论重大进展（如多项式 
时间的 AKS 索性测试以及模猜想（也叫谷山志村猜想）的完整解决）.此外，附录 B 中5700 
以下的素数表被我们扩展成6000以下的素数表.还需指出的是，书中的自然数指正整数， 
但数 学上一 般把非负整数（包括 0) 叫做自 然数； 书中认为谈论0与0的最大公因数没有意 
义，但从理想论 角度一 般定义 gcd (0, 0) =0. 

• 由于时间上的仓促以及水平上的局限，译稿中难免出现不妥或疏漏之处，欢迎广大读者 

批评指正. 


孙智伟 
南京大学数学系 



中文版序 

中国人对数论的研究有悠久而值得骄傲的历史，它甚至可追溯到一两千年前.我非常荣 
幸和高兴地看到我的书被翻译成中文，它给读者提供 T 对美妙数论的一个 导引. 或许你是正 
开始在数学道路上旅行的学生，.或许你仅渴望对这个古老而美丽的课题有点初步了解，我希 
望本书能给你带来许多启发与乐趣. 


Joseph H • Silvennan 
2007年7月26日于波士顿 
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刖 吕 ■ 

20世纪90年代美国数学界掀起了微积分教学改革的浪潮，其目的是教会学生自己思考 
与解决实质性问题，而不仅仅是背诵公式与进行机械的代数操作.本书有类似的但更大的目 
标，意在引导你进行数学思考与体验独立知识发现的惊喜.我们选择的话题——数论，尤其 
适合我们的意图.自然数1, 2, 3,…具有多种漂亮的模式与关系，其中许多可谓一目了 
然，但其余的是如此难以捉摸以致人们诧异它们是否被真正引起注意.数学实验仅需要纸与 
笔，但基于少量例子作出的猜想可能是错误的.一个人最终确信他的数值例子反映了一般真 
理需要有说服力的例证.本书将引导你通过潜伏鲜艳数论花朵的丛林，同时鼓励你去调査、 
分析、猜测与最终证明你自己的美妙数论结果. 

本书初稿用作布朗大学 Jeff Hoffstein 教授在20世纪90年代早期建立的课程 Math 42的 
敎材.课程 Math 42用于吸引铈些対标 漼微积 分系列课程兴趣不大的非理科专业学生，同时 
说 M 他们去学习一些大学数学，目的在于创建一个类似于“莫扎特 .( Mozart ) 的音乐”或“伊丽 
莎白女王时代的戏剧”课程，.引导听众通过对某一特殊方面的系统学习而对整体上的主题与 
方法有所 了解. 课程 Math 42取得了极大的成功， - 吸引了它拟定的读者群也吸引了想听点 
不同于传统的大讲座或压缩饼干式课程的理科大学 

阅读本书需要的预备知识很少.熟悉高中代数是必要的，而会编写计 算机程 序的读宥将 
会从产生大量的数据和执行各种算法获得乐趣，但实际上读者仅需一个简单的计算器.微积 
分的一些概念有时被提到，但基本上不怎么用它.尽管如此，我们仍要提醒读者，要想真正 
欣赏数论，必须有渴求知识和探索问题的愿望，不悄做试验，.不怕犯锖误并从错误中吸取教 
训，有面对挫折的勇气以及坚持到最后胜利的恒心与毅力.具备这些素质的读者将在学习数 
论以及欣赏生活方面有较大的回报. 

第1版中致谢 

我要感谢许多人的帮助，包括在课程 Math 42方面有过先驱性工作的 Jeff Hoffstein , 
Karen Bender 与 Rachel Pries , '允许我使用他 u 些卡通画的 Bill Amend ,便于进行数论计算的 
PARI . 的发明者，对初稿提出许多有益建议的 Nick Fiori、Daniel Goldston、Rob Gross、Matt 
Holford、Alan Landman、Paul Lockhart > Matt Marcy、Patricia Pacelli、Rachel Pries (再次）、 
Michael Schlessinger、Thomas Shemanske、Jeffrey Stopple、Chris Towse、Roger Ware、Larry 
Washington、Yangbo Ye、Karl Zimmerman、Michael Artin、Richard Guy、Marc Hindry、Mike 
Rosen、Karl Rubin、Ed Scheinennan、John Selfridge 与 Sam Wagstaff , 以及在出版过程中给出 
建议与指导的 Prentice Hall 出版社的 George Lobell 与 Gale Epps . 

最后也是最重要的，我要感谢我的妻子 Susan 与孩子们 Debby 、 Daniel 和 Jonathan 在我 
写作本书时表现出的耐心与理解. 



第 2 版中致谢 

我要感谢那些花费时间向我提出修正或其他建议的人们，这对准备第2版是极有帮助 
的.他们包括： Arthur Baragar、Aaron Bertram、Nigel Boston、David Boyd、Seth Braver 、 
Michael Catalano Johnson 、 L . Chang、Robin Chapman、Miguel Cordero、John Cremona、Jim 
Delany、Lisa Fastenberg、Nicholas Fiori、Fumiyasu Funami、Jim Funderburk ^ Andrew 
Granville、Rob Gross ^ Shamita Dutta Gupta、Tom Hagedorn、Ron Jacobowjtz ^ Jerry S . Kelly 、 
Hershy Kisilevsky、Hendrik Lenstra、Gordon S . Lessells、Ken Levasseur、Stephen Lichtenbaura 、 
Nidia Lopez Jerry Metzger、Jukka Pihko、Carl Pomerance、Rachel Pries、Ken Ribet、John 
Robeson、David Rohrlich > Daniel Silverman、Alfred Tang 与 Wenchao Zhou . 

第 3 版中致谢 

我要感谢 Jiro Suzuki 把本书很好地翻译成日文.我也要感谢那些 - 时间给我提出修改建 
议的人们，这对准备第3版是极为有益的.他们包括： Bill Adams、Autumn Alden、Robert 
Altshuler、Avner Ash、Joe Auslander、Dave Benoit、Jurgen Bierbrauer、Andrew Clifford、Keith 
Conrad、Sarah DeGooyer、Amartya Kumar Dutta、Laurie Fanning、Benji Fisher、Joe Fisher、Jon 
GrafT、Eric Gutman、Edward Hinson、Bruce Hugo、Ole Jensen、Peter Kahn、Avinash Kalra N 
Jerry Kelly、Yukio Kikuchi、Amartya Kumar、Andrew Lenard、Sufatrio Liu、Troy Madsen、Russ 
Mann、Gordon Mason、Farley Mawyer、Mike McConnell、Jerry Metzger、Steve Paik、Nicole 
Perez、Dinakar Ramakrishnan、Cecil Rousseau、Marc Roth、Ehud Schreiber、Tamina 
Stephenson、Jiro Suzuki、James Tanton、James Tong、Chris Towse、Roger Turtori、Fernando 
Villegas 与 Chung Yi . 

电子邮件与电子资源 

上面所列的各位帮助我改正了一些错误并提出了有益的建议，但没有哪本书会毫无错误 
或没有改进的 余地. 我很乐意收到来自读者的不论是肯定的还是批评的评论或更正.你可发 
邮件到我的信箱 

jhs @ math , brown , edu . 

另外一些资料（包括更正表、一些数论网站的链接以及涉及计算机的许多练.习），都可从本 
书主页 

www . math , brown , edu / ~ jhs/frint html 


处获得. 


Joseph H . Silverman 
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欧几里得独自迈入美妙的数论世界 . 尽管只有一次而且很快远去，但他的足迹还是 
深深地影响着后人. 

——米雷 （ Millay )， 1923 

自然数1，2, 3, 4, 5, 6,…的起源已随着时间的消逝被人遗忘.我们不知道谁首先 
意识到像“三”这样的抽象概念，它可指三块岩石、三颗星、三个人等.从有记载的年代起， 
数字激发了人们无限的遐想，包括神秘性、艺术美与实际应用.当然，人们所关注的不仅是 
数字本身，尤其令人着迷的是数宇之间的相互关系.珥如 米雷 （ Millay ) 诗中描述的那样，那 
些深奥并且通常是难以捉摸的数字关系让人们体会到美 e . 下面是20世纪一位.著名哲学家 
对数学的 描述： , 

数学不仅揭示真理，也给人极度的美感——如同雕塑般的冷艳与严肃.这种美 
'不需要利用人性的弱 点：， 也不需要绘画或音声那样华丽的包装.它是极其纯洁的， 
就完美性而言只有最伟大的艺术才能与之相比. 

——罗素 （ Russel )， 1902 

数论是数学的一个分支，它研究各种数之间深刻而微妙咚关系.举个简单的例子，成年 
人都知道平方数1, 4 , 9 , I 6 , 25 , •••• 如果把两个平方数相加，有时会得到另一个平方 
数.最著名的例子是 

3 1 - t -4 1 = 5 \ 

但也有许多其他的例子，如 

5 2 + 12 1 = 13 J , 20 j + 21 2 = 29 2 , 28 2 + 45 2 = 53 2 . 

(3 , 4 , 5), (5, 12, 13), (20 , 21, 29), (28 , 45 , 53 ) 这样的三元组叫#勾取数组 
(Pythagorean triple , 也叫毕达哥 拉斯军 元组） e . 基〒这样的实例，任何具有好奇心的人都会 
提出种种进一步的问题，例如，“是.否有无穷多个勾股数组?”，“如果答案是肯定的，我们 
能找出描述通解的公式吗？”，数论涉及的就是这类 问题. . 

再看 一 个例子.考虑寻找大数 ' 

32 478 543 743921 429837 645 

被54 817 263除所得的 余数. 下面是这个问题的一种 解法： 将数32 478 543自乘743 921. 429 837 645 
次，再使用长除法计算它被 54.817 263除的余数.原则上此法可行，但实际上即使用全球最 
快的计算机来计算也需要远超过人一生的时间.数论也提供了解决这个问题的一种方法.你 
可 能说： “等一下，勾股数组看起来的确很美，但长除法何美之有？”答案不在剩余本身，而 


© 许多人知道欧儿里得研究过几何，但他的确也考察过美妙的数论，.欧几里得著名的<几何 原本》 （ Elemenu ) 第7、 
8、9章突出介绍了数论. 

㊁ 公平地说，应该指出在毕达哥拉斯出生几个世纪前巴比伦人已编制了很长的勾股数组列表. 
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在于这种剩余的应用.数学家已用这个初等剩余问题（与其逆问题）创造出一种连美国国家 
安全局 s 也无法破译的简单密码.关于这一点，哈代作了奇特的无法预言.的评论：“尚无人 
发现把数论或相对论用于任何类似战争的目的，而: &看来 任何人在许多年都可能无法做到这 
一点 .” s 

数论这块土地上生长着多种多样的“动植物”.这里有平方数、素数、奇数与完全数（但 
m 没有平方素数，现在也未找到奇完全数），也有费马方程、佩尔方程、勾股数组与椭圆曲 
线、斐波那契兔子问题、不可破密码，等等.当我们在数论世界旅行时，就会碰到这些 
东西. 

教师指南 

本书可用作一学期或一年的本科数论教材，也可用于自学或阅读课程.它包含了大约可 
以讲授两个学期的内容，因此作为一学期课程的话，教师可灵活地选讲有关内容.前11章 
是基础部分，许多授课者大概会接着讲第18章中的 RSA 密码体制，根据我的经验这是学生 
们最喜爱的话题之一. 

有多种方法安排后继讲授 内容. 下面几种安排对一学期课程来说应是比较合适的，但你 
也可根据自己的意愿来挑选后面几章. 

第 20 -32 章原根，二次互反律，平方和，佩尔方程与丢番图逼近.（如果时间允许的 
话，可增加关于连分数的第39、40章 .） 

第28 -32 章与第43 ~48章指数为4的费马方程，佩尔方程，丢番图逼近，楠圆曲线 
与费马大定理. 

第29~37章与第39~40章佩尔方程，丢番图逼近，高斯整数，超越数，二项式系 
数，线性递归序列，连分数. 

第19~25章与第36~38章索性测试，原根，二次互反律，二项式系数，线性递归序 
列，大0记号.（这个大纲主要是为将来从事计算机科学或密码学的学生设计的 .> 

无论如何，一个好的最后作业是让学生阅读一些略去未讲的章节并做 .一 做有关习题. 

本书中不需要专门数值计算或编写程序的大部分习题用于促进大家的探讨与试验，它们 
未必有“正确”或“完整”的答案.许多学生一开始可能对此很不适应，所以必须反复强调这 
—点. 为让学生们感到舒适些，你可这样 去问： “吿诉我关于……尽可能多的东西让学生 
m 知道积累数据与解决特殊情形不仅是可接受的，还应受到 鼓励. 另一方面，告诉他们没有十 
全十美的完整解答， 因为 一个好问题的解决又引出了一些新问题.因此，如果他们能完全解 
决书中的特殊问题，他们的下一个任务就是寻求推广并将解答方法发挥到极限. 

除了个别已标明的习题，微积分仅在后面的两章中用到（第38章大0记号与第41章生 
成函数）.如果学生们未学过微积分，不妨略去这两章. 


0美国国家安全局 （NSA). 是类国政府机构，它负责收集数据、编制密码与破译 密码. 美国国家安全局比中央情报 
局 （CIA) 拥有更多的活动经费，它是世界上数学家的最大雇主. 

© 哈代，<一个数学家的自白 >(AMa 如 matidan’BApology) 笫28章，剑桥大学出版社， 1940. 
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3 


数论是困难的，所以没有办法让学生觉得数论很容易.但是，本书能让你的学生掌握一 
些困难的知识并体验知识发现带来的 喜脱. 作为教师，的回报就是在学生奋发努力的激情 
中获得乐趣. 


计算机、数论与本书 


本书中有些地方涉及使用计算机，关于这点我想说几句.我不要求读者使用高级的软件 
包（如 Maple 、 Matheraatica , PARI 、 Derive ), 许多习题（除了个别标明 的外〉 只需简单的计算 
器.举个具体的例子，把 GCD [ M , N ] 输人到计算机来学习最大公因数（第5章）犹如打开电 
视机来学习电子学.我承认计算机可处理大数字的例子，而且本书中好多地方都有计算机产 
生的例子，但是我们的最终目标是让学生理解概念与关系.如果非要我就使用计算机与否明 
确表态，毫无疑问我不希望学生使用计算机. 

正如任何好的规则鄙有例外一样，必须承认有时要使用计算机.首先，理解一个东西的 
最好办法之一就是解释给其他 人听； 如果你.知道如何编写程序，你就会清楚如何对计算机解 
释本书中描述的 算法. 换句话说，希望你不要依赖现成的软件包，最好 | 己动手编写 程序. 

做这样处理的最佳例子有第5 ~ 6章中的欧几里得算法与第16 ~ 18章中的 RSA 密码体制、 

第25章中的二次互反律、第26 ~ 27章中的把数表成平方数之和、第19章中的素性测试， 

以及第43章中椭圆曲线上有理点的生成. 

“不用计算机规则”的第二个例外是数据生成.数论中的发现常常基于数值试验，为了 
检验某种可能的模式有时需要大量的数据.计算机适合用来产生这样的数据，有时也能协助 CD 
你寻找搀式，我不反对这样使用计算机 • 

我已设计了一些涉及计算机的作业，鼓励把计算机作为工具来帮助你理解与研究数论. 

—部分这样的作业可在小型计算机上（甚至可用简单的计算器）实现，其余的需要更高级的 
机器或程序设计 语言. 需要使用计算机的习题已用符号 U 标明. 

我对许多涉及计算机的练习没有作出精确的表述，因为这些练习的一部分就是让你决定 
该输人什么与该产生怎样的输出.一个好的计算机程序应有下述 特点： 

• 淸楚地解释出程序用来干什么、如何使用、什么量代表输入、什么量代表输出. 

• 有许多用来解释程序如何执行的内部注释. 

• 有处理错误信息的完备方法.例如，如果 a = &=0, 则执行 g cd ( a , 6〉时应输出错误 
信息 “ gcd (0, 0) 没定义”，而不是进人死循环，或者输出“除数为0”的错误信息. 

当你编写自己的程序时要尽量让你的程序有更广的用途，因为最终你要把若干程序片段 
连在一起形成你自己的数论软件包. 

作为检验的工具，计算机是有用的.通过教计算机如何实施数论计算，你会学到很多东 
西.但是，当你首次学习一个东西时，现成的计算机软件或程序只是阻碍你自己行走的 
拐杖. ' □□ 



第 1 章什么是数论 


数论研究正整数集合 


1，2,3,4,5,6,7，".， 

它也常被称为 自然数集合. 特别地，我们要研究不同类型数之间的 关系. 自古以来,，人们已 
将自然数分成各种不同类型.下面是一些熟悉的或不那么熟悉的 例子： 


奇数 

偶数 

平方数 

立方数 

素数 

合数 

与 1( mod 4) 同余的数 
与 3( mod 4) 同余的数 
三角数 


I ， 3, 5, 7, 9, 11，… 

2， 4， 6， 8， 10， 

1, 4, 9, 16, 25, 36, - 
1, 8, 27, 64, 125,— 

2,3,5,7，11,13,17,19,23,29,31,- 

4,6,8,9,10，12，14,15，16,〜 

1, 5, 9, 13, 17, 21, 25,- 
3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, - 
1, 3, 6, 10, 15, 21, •- 


完全数6, 28, 496,- 
斐波那契数1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,… 

毫无疑问，你已熟悉许多类型的数.其他类型的数（如“模4”的数）你可能不 熟悉.如果一 
个数被 4 除余数为1,则称这个数与 l ( mc » d 4 ) 同余，与 3( rJ > od 4) 同余的数 类似. 如果一个 
数是可排列成三角形（顶端_个石子，第二行两个石子，等等）的石子数，则称这个数为三 
角数. 由1 与丨开 始产生斐波那契数，前两个数相加得到数列中的下一个数.最后，如果将 
一个数的全部因数（除它本身外）相加等于这个数，则称这个数为完全数.例如，整除6的数 
是1，2和3, 1 +2+3=6. 类似地，28的因数是丨，2, 4, 7和14, 


1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28. 


在数论旅途中，我们会遇到这样那样的数. 

典型的数论问题 

数论的 主要目的是发现不同类型数之间令人感兴趣的、意想不到的关系，并证明这些关 
系是正 确的. 本节中我们将介绍一些典型的数论问题，有的将在本书中彻底解决，有的虽已 
解决但_法太难不宜列人本书，还有一些直到今天仍未解决. 

平方和 1. 两个平方数之和可能等于平方数吗？答案显然是“肯定的”.例如，3 2 +4 2 =5 2 
与夕+12 2 =13 2 .这些是勾股數组的例子.第2章讲述所有勾股数组 • 

高幂次和.两个立方数之和等于立方数吗？两个4次方之和是4次方吗？一般地，两个 
n 次方之和是《次方吗？答案是“否定 的". 这个著名问题称为费马大定理，由费马 （Pierre 




什么是数论 5 

deFehnat ) 于 17 世纪首先提出，直到 1994 年才由怀尔斯 （Andrew Wiles ) 完全解决.怀尔斯 
的证明使用了复杂的数学技巧，我们不能在此详细叙述，但第 28 章将证明没有 4 次方等于 
两个 4 次方之和，第 48 章将概述怀尔斯的证明思路. 

素数 无穷. 素数是一个整数 p > l , 它仅有因数1与 p . 

• 存在无穷多个素数吗？ 

• 存在无穷多个除4余1的素数吗？ 

• 存在无穷多个除 4 余3的案数吗？ 

这些问题的答案都是“肯定的”•第 12 章和第 24 章我们将证明这些事实，并且讨论狄 
利克雷 （Lejeune Dirichle 丨）于 1837 年证明的更一般 结果. [ T ] 

平方和 n . 哪些数等于两个平方数之 和呢？ 对这类问題，素数的情形往往容易回答，所 
以我们先问哪些（奇）素数是两个平方数 之和. 例如， 

3不是， 5 = I 2 +2 2 , 7不是， 11不是， 

13 = 2 2 + 3 2 , 17 = I 2 +4 2 , 19不是， 23不是， 

29 = 2 2 + 5 1 , 31 不是， 37 = I 2 +6 2 ，••• 

你看出模式了吗？可能没有，因为这仅是一个短表，但长表会产生 猜想： 如果 p 与 l ( mod 4) 

同余，则 P 是两个平方数 之和. 换句话说，如果被4除余1，则 p 是两个平方数 之和； 如 
果 P 被 4 除余3,则 p 不是两个平方数之和.我们在第26章证明这个结论. 

数的形状.平方数是可排列成正方形的数1, 4, 9, 16,… • 三角数是可排列成三角形 
的数1, 3, 6, 10 ，…. 前几个三角数与平方数如图 1. 1所示. 


构成有趣图形的数 


自然要问是否存在也是平方数的三角数（除1外）.答案是“肯定的”，最小的例子是 
36 = 6 J =1+2+3+4+5+6+7+8. 

所以我们会问是否有更多的例子，如果有，存在无穷多个吗？要搜索更多的例子，下述公式 m 
是有 用的： 


关于这个公式有一个有趣的故事.在高斯 （Carl Friedrich Gauss , 1777 — 1855) 上小学的 
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m 


时候，有一次，老师给全班同学布置了一道作业题：从1加到1⑻.当高斯的同学 

奋力相加时，高斯走向老师递上 答案： 5050. 故事的结局是，老师既没留下深刻印 

象也没感到有趣，但是不再布置课外作 

业了. 

有一种验证高斯公式的简单几何方法是髙 
斯自己发明的.取由1+2+3 +…+11个格点构 
成的两个三角形以及有 n + 1个格点的一条额外 
主对角线，并将它们拼凑 起来. 例如，可用图 
1.2 来处理 n =6的情形. 

在图 1.2 中，我们用黑点标记主对角线上 （1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 > + 7 + ( 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1) = 7» 
额外的 n + l =7 个格点，得到的正方形具有由 图 1.2. 前 n 个正整数的和 

n + 1 个格点组成的边，所以用数学表达式得到 
公式 

2(1 + 2+ 3+… + n )+ (n + 1) = (n + 1)*, 

两个三角形 +主对角线=正方形 • 

从两端减去 《 + 1 再除以2就得到高斯公式. 

孪生素数.在素数表中，有时会出现相邻奇数都是素数的 情形. 在小于100的下述素数 
表中，已将孪 生素数 加框： 

回，回，回， 23 , 画， @，37, 

四，回， 47,53. 回，回， 67 ,回，西， 79,83,89,97. 

存在无穷多个孪生素数吗？也就是说，是否有无穷多个素数 P 使得 P +2也是素数？迄 
今为止，没有人能解答这个问题. 

國議圍國 

FOXTROT ©Bill Amend. Reprinted with permission of UNIVERSAL 
SYNDICATE. All rights reserved 

形如 W 2 +1 的素数.如果取 W = l , 2, 3, …，列出 形如况 2 +1 的数，其中一些是素数. 
当然，如果况是奇数，则 ; v 2 + i 是偶数，所以它不是素数（除非況 = 1). 实际上，人们感兴 
趣的只是让況取偶数值.在下表中已用粗体突出显示了 素数： 


2* + 1 = 5, 

4 2 + 1 

= 17, 

6 2 + 1 

= 37， 

8 1 + 1 = 65 = 5 

13, 10 2 + 

= 101， 

12 2 + 

=145 = 5 • 29, 

14" + 1 = 197, 
20 1 + 1 = 401. 

16 2 + 

= 257, 

18 2 + 

1 = 325 = 5 2 • 13, 
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看起来有相当一些是素数，但是，当 AT 较大时你就会发现这种素数越来越稀少.所以我们 
问是否存在无穷多个形如 f + i 的素数.迄今为止，没有人知道这个问题的答案. Qo ] 

现在，我们已看到在数论中研究的一些问题.人们如何设法回答这些问题呢？答案是数 
论既有试验性也有理论性.试验部分常常首先出现，它引出问题并揭示回答问题的方法.理 
论部分随之而来，在这部分人们设法进行论证，给出问题的最后答案.概括来说，研究步骤 
如下： 

1. 积累数据，通常是数值数据，但有时更抽象. 

2. 分析数据，设法找出模式与关系. 

3. 形成解释模式与关系的猜想（即猜测），通常借助公式来表达这些猜想. 

4. 通过收集额外数据、检查新信息是否符合猜想来验证你的猜想. 

5. 设计你的猜想成立的论证（即证明）. 

这五个步骤在数论及数学研究中非常重要.更普遍地，科学方法总是包含至少前四个步 
骤. 当心有些伪“科学家”仅用前三个步骤就声称“证明” 了一些东西.有了收集的数据 ，一 
般来说找出一些解释并不太难.科学理论的正确验证是它能够预测还没有进行的试验结果. 

换句话说，只有当入们已进行了新数据对比试验时，科学理论才成为可信的.对所有真正的 
科孥来说，这都是正确的途径.在数学研究中，人们需要证明步骤，即断言的逻辑序列，它 
从已知事实开始、以所希望的结论结束. 

习题 

11既是平方数又是立方数的前两个数是1与36.求下一个这样的数，如果可能的话，求再下一个.你能 
给出求三角平方数的有效方法吗？你认为有无穷多个三角平方数吗？ 

1.2 试将前几个奇数加起来，观察所得到的数是否满足某些模式.一旦发现模式，将它表示成公式.给出 
你的公式成立的几何证明. 

1.3 连续的奇数3, 5, 7都是素数.存在无穷多个这样的“岽数三元组”吗？换句话说，存在无穷多个索数 
P 使得 P +2 与 p +4 也是素数吗？ 

1.4 尽管没有人保证，但是人们苷遍认为有无穷多个素数形如 jv 2 + i . [ TT ] 

( a ) 你认为存在无穷多个形如妒 -1 的素数吗？ 

0>)你认为存在无穷多个形如 W 2 -2 的索数吗？ 

( c ) 形如 W 2 -3 的数^11何呢？形如_妒-4的数又如何呢？ ， 

( d ) 你认为哪些 a 有无穷多个形如 N 1 -a 的素数？ 

15通过重排和式中的项也可推导出前》个正整数和的 公式. 请填充下面两行的细节： 

1 + 2+ 3 +… + ns ： (1 + n) +(2 + (n~l)) + (3 + (u - 2) ) +… 

= (1 +n) + (1 +ti) + (1 + 7i) + ••• . 

特别地，在第二行有多少个 n + l 呢？（需要•分别讨论《是偶数与奇•数的情形.如果还不清楚，首先将 

与 ; i =7 的式子仔细写出来 .） Q 2] 


第 2 章勾股数组 


毕达哥拉斯定理（即勾股定理）是中学生“喜爱”的公式，它表明任一个直角三角形 
(如图 2. 〖所示）的两条直角边长的平方和等于斜边长的平方.用公式表示就是 
a J + 6 2 = c J . 

因为对数论（即自然数理论）感兴趣，所以我们会问是否存在毕达哥拉斯三角形，它的 
所有边长 k 是自然数.有许多这样的三角形，最著名的例子是边长为3, 4, 5的三角形（即 
中国古代数学家发现的“勾广三，股修四、径隅五下面是前几个 例子： 

3 1 +4 1 = 5 \ 5 2 + 12 2 = 13 2 , 

8 2 + 15 2 = 17 2 , 28 2 + 45 1 = 53*. 

对这些毕达哥拉斯三元组（下称勾股数组）的研究在毕达哥拉斯时代以前很久就开始了. 
包含这种三元组的巴比伦表格中甚至有很大的三元组，这表明巴比伦人可能拥有得到这种三 
rm 元组的系统方法.更令人惊讶的是， g 比伦人似乎使用他们的勾股数组表作为原始的三角形 
表.古埃及人也使用勾股数组.例如,产生直角的粗略方法是取一根绳子，将其分成12等 
份，系成一个圈再绷成一个3 -4-5 三角的形状，如图 2. 2所示.这为标记地界或建造金字 
塔等提供了一种廉价的直角工具. 



图 2.1 毕达哥拉斯三角形 图 2. 2用带结绳子制作直角三角形 


巴比伦人与古埃及人拥有研究勾股数组的实际 理由. 这种实际理由仍存在吗？对于这 
种特殊问题，答案是“未必”.然而研究勾股数组至少有一种好的理由，与值得研究伦布 
兰特艺术和贝多芬音乐的理由 相同. 数之间相互影响方式的美正如油画或交响乐创作的 
美.为欣赏这种美，人们不得不花费大量精力.但是这种努力是值得的.本书的目的是 
理解并欣赏真正优美的数学，学会如何发现与证明这种数学，甚至作出我们自己原创性 
的贡献. 

你无疑会认为这有点胡说,让我们看些实例.第一个朴素问题是，是否存在无穷多个勾 
股数组，即满足方程 V + Prc 1 的自然数三元组 （ a , 6, c ). 答案是“肯定的”.如果取勾股 
数组<>， c ), 用整数 rf 乘它，则得到新的勾股数组（也，办， rf c ). 这是成立的，因为 
( da ) 2 + ( db ) 1 = d 1 ( a 1 + b 1 ) = d 1 c 1 = ( dc ) 2 . 

显然，这些新的勾股数组并不令人感兴趣.所以我们转而关注没有（大于1〉公因数的三元 
□ a 组.我们甚至给它们起个 名字： 



勾股教组 
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本原勾股数组（简写为 PPT ) 是—个三元组 U , fc , ch 其中 a , fc , c 没有公因数 e ，且 
满足 I 

a 2 +t J = c 2 . 

回顾一下第 1 章提到的研究步骤.第一步是积累数据.使用计算机.代人具体的 a , 6值 
并检査 a 2 是否为平方数.下面是得到的一些本原勾股 数组： 

(3,4,5)， (5,12,13), (8,15,17), (7,24,25), 

(20,21,29), (9,40,41), (12,35,37), (11,60,61), 

(28,45,5?), (33,56 4 65), (16,63,65). 

由，这个短表容易得到一些结论.例如，似乎 ‘ a 与6奇偶性不词且 c 总是奇数. 

不难证明这些猜想是正确的.首先，如舉^与6都是偶数，.则 c 也是偶数.这意味着〜 
b , 0有公因数2,所以三元组不是本原的.其次，假设 a , 6都是奇数，那么 c 必是偶数. 

于是存在整数 *, y ， 2使得 

a = 2 x + 1, b = 2 y + \. 9 c = 2 z . 

将其代人方程 y + p = c 2 得 

(2* +1) 2 + (2 y + 1)*= ( 2 z )\ 

Ax + 4 x + 4 〆 + 4 y + 2 = 4 z 2 . 

两边除以 2 得 

lx 1 +-2* +2/ +2 y + .1 = 2 z \ 

最后一个等式说的是一个奇数等于一个偶数，这是不可能的，所以 a 与6不能都是奇数.因 
为我们已证明它们不可能都是偶数，也不可能都是奇数， «：. 它们的奇偶性 不同. 再由方程 rm 
0 2 +6 2 =0 2 可得 c 是奇数 • 

考虑到 a , 6的互换性，我们的问题化为求解方程 " 

o 2 +6 2 = c 2 , <1是奇数，6是偶数, a ，6, c 没有公因数 
的所 有自然数解.我们使用的工具是 因麩分解和整除性. 

我 fl 的第一个观察如下 •.如 果6, 本原勾股数组，则可进行因数分解 

a 1 = c - ib 1 = (c - 6 )(c + b ). 

下面是来自前面列表的例子，注意我们总是取 a 是奇数且6是 偶数： 

3 1 = 5 2 - A v = (5 -4)(5 +4) =1-9, 

15 2 = 17: , - 8 2 = (17 - 8)(17 +.8) = 9 . 25， 

35 J = 37 2 - 12 2 = (37 - 12) (37 + 12) = 25 • 49， 

33 2 = 65 2 - 56 2 = (65 - 56)(65 +56) = 9 . 121. 

似乎 c -6 与 C + 6本身总是平方数.我们用另外两个例子验证这个 观察： 

21 2 = 29 2 - 20: = (29 - 20)(29 + 20) = 9 • 49, 


e <>, I C 的公因* fi 数 d, 使得《, fc, C 都是 rf 的倚数.例如，3是30, 42, 105的公因数，因为30=3 • 10, 
42 = 3 - 14, 105 = 3 - 35, 亊实上3是它们的最大公因数.另一方面，数10, 12, 15没有 （除 I 外的〉 公因数. 
因为本章的 g 的是不拘泥于严谨体系来研究有®而美妙的数论，所以，我们非正式地使用公因数与整除性并相, 
倍自己的直觉.在第 5 章我们将回到.这《问题，更仔细地发展整除性 理论. 
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第 2 章 


63 2 = 65 2 - 16 2 = (65 - 16) (65 + 16) = 49 - 81. 

怎样证明0-6与0 + 6都是平方数呢？由前面的列表，另一个观察是 c -6 与 c + fc 似乎 
没有公因数.我们可如下证明这个 断言： 假设正整数 d 是 c -6 与<:+ 6的公因数，即 d 整除 
c - b 与 o + b . 则 rf 也整除 

(c + b) +( c - b ) =2c 与 （ c +6) - ( c -:6) = 26. 

因此 d 整除 26 与 2 C . 但是 6 与<:没有公因数，这是因为我们假设了 U ; 6, c ) 是本原勾股数 
组. 从而 rf 必等于1或 2. 但 d 也整除 （ c -6)( c .+ fc ) =.0 1 且《是奇数，故 rf 必等于 1. 换句 
1161话说，整除 c -6 与 c + fc 的数只能是丨，所以 c .-6 与 c + 6 没有公因数： 

现在我们知道 c -6 与 c +6没有公因数而且由于 （ c -6) ( c +.6) =« 2 , 所以 
的积是平 方数. 这种情况只有在 c -6 与 t >+6 自身都是平方数时才出现®记 
C-+ b =■ s 2 与 O'- b = t 2 ， 

其中 *> t & l 是没有公因数的奇数•关于6和0解这两个方程得 . 

« 2 + t 2 , s 1 - t 8 

° =-^-与 h = ~ lT ' . 

于是 . 

a - -/(c +- 6) (c + b) = st. 

这就完成了第一个证明.下述定理记录了我们的结果. • 

定理 2.1( 勾股数组定理） 每个本 原勾股数组 ( a , 6, c ) (其中 a 为奇数，6为偶数）都 
可从如下公式 得出： , 

• , 尤 t 2 ? +P * ■ 

o = st, b = —-— , c = —-—, 

其中是任意没有公因数的 奇数： 

例如，如果取 t = l , 则得三元组 j *, 它的 ft 与 t 值仅相差 1. 这就解释 


了上面列出的许多例子.下表列出了 时所有可能的三元组. 



关于记号的插曲 

数学家创造了标准记号作为各种量的速记符号.我们应尽量少用这^■记号，但有些通用 
符号是非常有用的,_值得花时间在此介绍一下.它们是 


© 如果考虑将纟与 C + 6 分解成素数乘积，就会发现从直观上看这甚显而易见的，因为分解式中的素数与 
c + fc 分解式中的索数不同.然而，素数分解的存在性与唯一性并不显然.在笫7章我们将进一步讨论. 
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N =自然数集合.=丨1，2,3,4, •••!., 

Z =整数集合 =I -3, -2,. 

Q =有理数（即分数）集合 • 

另外，数学家常常使用 R 表示实数集合， C 表示复数集合，但是我们术需要送些.为什么选 
取这些字母呢？选取 N , R , C 无需解释.表示整数集合的字母 Z 源自德文单词 “ Zahlen ”， 其 
意思是数.类似地， Q 源自德文单词 “ Quotient ” （与矣文单词相同，意为商).我们也使用标准 
的数学符号 e 来表示“属于某个集合”.例如 ， a PN 表示 a 为自然数， * eQ 表示 * 为有理数. 

习题 

2.1 («) 我们证明了在任何本原勾股数组 （《, 6, C ) 中，《或6是偶数.用相同的论证方法证明《或6必是 
3的倍数. i 

ib ) 通过考察前面的本原勾股数组表，给出当 . a , 6或 c 是5 .的倍数时的猜测试证明你的猜测是正 
确的. I 

2.2 非零整数<1整除 m 是指对某个整数 fc 满足 证明： 若 d 整除 m 与 u , 则 d 也整除 m - M •与 m + 
2.3 对下述每个问题，从捜集数据开始，进而分析数据，形成猜想；最后设法证明件、的猜测是正确的. 
(别担心你不能解决问题的每一部分，有些部分相肖难.〉 

U > 哪些奇数 a 可出现在本原匄取数组 （ a , 6, <0中？ 

( b ) 哪些偶数(《可出现在本原勾股数组 （《, 6, <0中？ 

( c ) 哪些整数 C 可出琬在本原勾股数组6, c ) 中？ 

2.4 下面是两个本原勾股数组的 例子： 

33? + 56 2 = 65 2 与 16 2 + 63 2 = 65 2 . 

再至少找出一个新例子，使得两个本原勾股数组有相同的 c 值..你能找出有相同 c 值的3.个本原勾取 
数组吗？你能找出多于三个且有相同 c 值的本原勾股组吗？ 

2.5 在第丨章中我们看到第》个€角数7；由公式 


给出.前四个三角数是1，3; 6, 10. 在我们的勾股数组 （ a , 6, 6列表 中有些 6值是三角數的4倍， 
例如， (3; 4, 5)， （5, 12, 13), (7, 24, 25), (9, 40, 41). 

( a ) 求出 fcMA , 4 T 6 , 4 T 7 的本原勾股数组 （ a , 6, c ). 

< b ) 你认为对每个三角数7；鄘存在6=47；的本原勾股数组 U ， 6, c ) 吗？如果你确信这成立，则证明 
它，否则，找出使其不成立的三角数. ' ^ 

2.6 如果观察本章的本原勾股数组表，你会发现多个三元组 U , 6, C ) 满足^比必大上例如，三元组 （3, 
4, 5), (15, 8, 17), (35, 12, 37), (63, 16, 65) 都具有这种性质. 

( a ) 再求两个本原勾股数组 U , 6, c ) 使得 

( b ) 求本原勾股数组 U , 6, c > 使得^=^ 1 +. 2 且<：> 1000 . 

( c ) 试求满足 c = a + 2 的本原勾股数组 （ a ， 6, <0的通用公式. 

2.7 对本章列表中的每个本原勾股数组（《，6, c ), 计算 2 c -2 a . 这些值呈现某种特殊形式吗？试证明你 
的观察对所有本原勾股数组成立. 

2.8 ( a ) 阅读关于巴比伦数系的材料并写出简短说明，要包括16以及20, 30,初，的记号. 

0>) 了解被称为 Plimpton 322的巴比伦石刻并写出简要说明，要涉及它的形成年代与它所包含的一些 
大的勾股数组. 


圆 


圆 




圓 


第3章，勾股数组与单位圆 

在前一章中我们描述了 . 

' a 2 + ft 2 = e J 

的所有整数解 a , 6, C . 如果用 c 2 除这个方程则得 

r (t ) 2 + (v) 2 -- 

所以，有理数对 U / C ， t / c ) 是方程 x 2 + y 2 =1 
的解. 

大家知道方程* 2 +/=1代表中心在 (0, 0) 半 ( _ 10) 

径为丨的圆 C . 我 们打: 算从几何角度来求圆 C 上 * ^ 

坐标与 y 坐标都是有理数 的点. 注意圆上有4个明 / 

显的具有有理数坐标的点： （±1* 0) 与 （0, ±1). 

假设我们取任意（有理)数观察过点 （-1, 0> 

斜率为 m 的直线 t (见图 3.1). 直线 L 由方程 图 3.1 圆与直线 的交集 

L-y = m(x + 1) (点斜式） , 

给出. 从图形上看交集 cnt 恰好由两个点组成，其中一个是（-丨 ， o .>, 我们来求另一个. 
为求 c 与 l 的交集，需要解关于^与^的方程组 

• x 1 •+■ y * = 1, y = m(x + 1>. 

将第二个方程代人第 一 个方程并化简得到 

■% 1 +• (m(* + 1 ) ) ? = 1 
x 2 + m 2 (* 2 + 2* + 1) = 1 - 

( m 2 + 1 ) x 1 + 2 m 2 * + ( to 1 - 1 ) = 0. 

这正好是个二次方程，.所以可用二次方程求裉公式来解出 *. 但是,，有一种更容易的解方程 
的方法. 由于点 （ -丨， 0) 在 C 与 L 上，我们知道 *=? -1 必是一个解.因此可用* + 1去除二 
次多项式 , 

( tn 2 + 1 ) * + ( m 2 — J ) i 

* + 1) (m J + I)* 2 + 2m 2 x + (m 2 - 1 ) 

来求另一 个稂. 所以，另一个根是方程^ 1 +1')^ + (> 1 1 2 -1)=0的解，这意味着 



将 * 的值代人直线 t 的方程 r = m (* + l ) •来求 y 坐标： 

y - m{x + 1) = ml j ~ ^ ■ ,+ l) = 2m 
\ 1 + m / 1+m 

这样，对每个 有理熬 m 得到方程〆 +_y 2 = 丨 的一个有理数 _ 

• ( Lu ^. 2m \ 

\l +m 2> l + m 1 r 



团 
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另一方面，如果得到一个有理数 y ,), 则过点 （*,, 1)与（-1, 0) 的直线斜率是 
有 理数. 所以，逋过取 ™ 的麻有可能值，上4过®就生成方程的所有有理数解. 
(点（-1， 0) 例外，它对应着斜率 m = »的铅直线 .） 我们将结果概括成下述定理. 

定理 3.1 圆+ 〆 =丨上的坐标是有理数的点都可由公式 

㈣ = (器為 . 

得到，其中 m 取有理数值.（点 （-1, 0) 例外，这是当 m ->» 时的极限值 •） 

圆上的有理点公式如何与勾股数组公式联系在一起呢？如果将有理数 m 写成分数 v / u , 
则公式耷成 .. 

/ 、 i \i — v 2 2 uv \ 

-(*， y) =(^777，；777)， r 

消去分母就给出勾股数组‘ ' 

(a 9 b 9 c) = (w 2 - v 2 , 2 ilv t u 2 + » 2 ). 

虽然描述本原勾股数组 需要谢 u 与 V 作一些 限制，但这是描述所有勾股数组的另一种方法. 
通过令 * , 


可将这里的描述与第2章的公式相联系. 

习题 ^ 

3.1 正如我们已看到的，所有勾股数组 (>, (其中6为偶数）有如下 形式： 

' r {a,b 9 c) {u 2 - v 2 9 2uv r u l + w 2 ) (其中 u，v 为整数 ）• 

例如 \ (“，0=(2, 1) 给出最小的勾股数组 （3, 4, 5). [22] 

(a> 如果“与*;有公因数，解释 （《, 6, cr) 不是本戚勾股数组的 原因. 

(A 求出没有公囟数的整数 u> v >0, 使得勾被数组 U 2 -^ 2 , 2uv, ii 2 +#) 不是本原的. 

(*c) 制作一个由满足1专《; <«矣10的所有 u 与!;值得到的勾股数组表. -令 

(•d> 应用 （c) 表求出使勾股数组(V -V, 2uv t u 2 +•/) 是本原的充分条件. • * 

U) 证明在 （d> 中你给出的条件的 确是充 分的. 

3.2 U) 使用过点 （1, 1) 的直线来描述圆 ^ 

# ” 2 = 2 

上所有坐标是有理数的点. ， 

如果试獐用相同方法来求圆 

3- 

上的所有具有有理坐标的点，会出什么问题？ 

3.3 求双曲线 

: ? - / = 1 

上坐是有理数的点的公式.（提 示： 作过点 （-1.; 0) 耳斜率为有理数 w 的直线/求直线与双曲线第 
二个交点的公式 .） 

3.4 曲线 _ 

/ =戈 3 十8 

上有点（1， -3) 与 （-7/4, 13/8). 过这两点的直线与曲线恰好在另一点相交，求第三个点.你能解 
释为什么第三个点的坐标是有理数吗？ [23] 



第 4 章高次幂之和与费马大定理 

在 前两章我们发现方程 , , . 

o 2 ^b 1 = c l 

有许多整数解 a , 6, C. 自然人们要问当指数2换成更大的整数时相应的方程是否有解.例 
如，方程 ' ‘ 

a 3 + 6 5 = c 3 , « 4 + A * = e * 与’ a S + 6 5 = c * 

有非零整数解 a , 6, C 吗？答案是否 定的. 在1637年前后，费马证明上述指数为4的方程 
没 有解. 在18和19世纪高斯与欧拉 （Leonhard Euler ) 征明指数为3的方程没有解，狄利克 
雷与勒让德 （Adrien Legendre ) 证明了 5次方程没有解.时方程 
a ," + 6* = C -* , 

没有正整数解的这个一般性结论被称为“费马大定理”.自费马 在书的 边沿写出如下断言以 
来的350多年里，人们对它痴迷到近乎疯狂的 地步： 

不可能将一个3次方分成两个3次方 之和； 一个4次方不可能写成两个4次方 
之和； 一般地，任何高于2次的幂不可能写成两个同次幂之和.我已发现一个美妙 
的证明，这里空白太小写不下 . e 

今天，几乎没有数学家相信费马给出过他的这个“定理”的有效证明，这个“定理”之所 
以被称为他的最后定理，是因为这是他最后一个未被证明的断言.费马大定理的历史令人着 
迷，许许多多的数学家为它作出了重要贡献.这方面一个简要的综述也够编本书了，但这不 
是本书的目标，所以我们只作一些简要的注记. 

关于费马木定理最初的与特定指数 n 的证明相对的一般结果之一由热尔曼于1823年给 
出. 她证明 P 与 2 p + l 都是素数时方程没有 p . 不整除积 a 6 c 的整数解 0 , b , c •接 
着， A . Wieferich 于1909年得到一个相似 结果： 如果2〃 -2 不被 〆 整除，则相同结论成立. 
19世纪后半叶一批数学家（包括戴德金 （Richard Dedekind )、 萆罗内克 （Leopold Kronecker ) , 
尤其是库默尔 （Ernst Kummer )) 开创了被称为代数数论的数学新领域，并应用他们的理论证 
明了费马大定理对许多指数成立，虽然仅限于有限数目的指数.1985年 ， L M . Adleman , 
D . R . Heath - Brown 与 E . Fouvry 使用改进的热尔曼判别法和艰深的解析估计证明了存在无穷多 
个素数使得 〆 +M =/没有解且不整除 afcc . 、 

热尔曼 （Sophie Germain , 1776—1831)： 法国数学家，她在数论与微分方程领 
域作出了重要 贡献. 她关于费马大定理的工作最著名，给出了一个足以证明方程 
a f + b " = 〆 .在 ate 不被 p 整除的条件下•没有整数解的简单准则.她对声学，和弹性理 
论也作过研究，尤其是在振动盘 方面. 作为一名数学专业大学生，她只能参加巴黎 

1 

© 由以下拉丁 文翻译 而来： “Cubum autem in duos cubo», aut quadr&to quadratum in duos quadrato quadratos f & 
generaliter nullam in infinitum ultra 'quadratum potestatem in duos eju^ilem nominis fas est dividere； cujus rei 
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet." 
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Eco : e 理工大学函授课程的学习，因为校方不接受女性大学生.由于相同原因，她 
开始用笔名 Monsieur Le Blanc 与高斯进行广泛的 通信； 当 她最终公开身份时，高斯 
表示很高兴并对她的工作留下很深印象，还推荐她获得哥廷根大学的荣誉学位. 

■ 1986年，弗雷 （ G . Frey ) 撝出使用模 （ modularity ) 的概念研究费马问题的新 思路. 赛尔 

( Jean - PierreSerre ) 改进了弗雷的思路，随后里贝特 （Ken Ribet ) 证明了如果模猜想是正确的， [25] 
那么费马大定理是正确的.确切地说，里贝特证明了如果每条半稳定椭岡曲线 0 是模形式 
的则费马大定理 成立. 模猜想断言每条有理椭圆曲线廣模形式的，这是由志村五郎 
( GoroShimura ) 与谷山丰 （ YutakaTaniyama ) 提出的猜想.最后，在1994年怀尔斯发表了每条 
半稳定有理椭圆曲线可模形式化的证明，从而完成了已有350年之久的费马断言的证明.怀 
尔斯的证明应用了现代数论与代数几何中许多深刻的结果与方法，其证明过程太复杂，不能在 
此详细叙述，但是，我们将在第48章再现其证明风格 • 

没有数学或科学发现产生于真空之中.连牛顿这样卓越的天才也谦虚地 表示： “如果说 
我看得比 别人更 远些，那是因为我站在巨人的肩膀上.”在此列举一些著名的现代数学家（不 
同国籍凸显现代数学的国际特征），他们的工作直接或间接地为怀尔斯的辉煌证明作出了贡 
献.依姓氏排序如下 ： Spencer Bloch (美国 ）， Henri Carayol (法国 ）， John Coates (澳大利 亚）， 

Pierre Deligne ( 比利时 ）， Ehud de Shalit (以色列 ）， Fred Diamond (美国 ）， Gerd Faltings ( 德 
国 ）， Matthias Flach (德国 ）， Gerhard Frey (德国 ）， Alexander Grothendieck ( 比利时 ）， Yves 
Hellegouarch (法国 ）， Haruzo Hida ( 日本 ）， Kenkichi Iwasawa ( 日本 ）， Kazuya Kato (日本）， 

Nick Katz (美国）， V . A . Kolyvagin (俄罗斯 ）， Ernst Kunz (德国 ）， Robert Langlands (加拿大〉， 

Hendrik Lenstra (荷 兰）， 李文卿（美籍华人 ）， Barry Mazur (美 国）， Andr 6 N & on (法国 ）， Ravi 
Ramakrisbna (美 国 ）， Michel Raynaud (法国 ）， Ken Ribet (美 国 ）， Karl Rubin (美国）， Jean - 
Pierre Serre (法国），志村五郎（日本），谷山丰（日本 ）， John Tate (美国 ）， Richard Taylor (英 
国 ）， Jacques Tilouine (法国 ）， Jerry Tunnell (美国）， Andr 6 Weil (法国 ）, Andrew Wiles (英国）. 

习题 

4.1 为下述一位（或多位）数学家写一两页的传记.务必要叙述他们的数学成就（尤其是数论成 果〉， 以及 

人生中某些细节.也要描述他们所处的那个时代的科学、政治、社会等方面的历史 背景： （ a ) 阿贝 (26] 
尔， （ b ) Meziri aC , ( C ) 戴 德金， （ d ) 丢番图 （Diophantus of Alexandria ), ( e ) 狄利克雷， （ f ) 埃拉托色 
尼， （ g > 欧几里得 （Euclid of Alexandria ), ( h ) 欧拉， （ i > 费马， （ j ) 斐波那契， （ k ) 髙斯， （1) 热尔曼， 

(m) 希尔伯特，（ II) 雅可比， （ o) 克罗内克， （ p ) 库默尔， （ q ) 拉格朗日， （ r ) 勒让德，（ 8 )刘维尔， 

(1>梅森，<11〉闵可夫斯基， （ v ) 牛顿， （ w > 毕达哥拉斯， （ x ) 拉马努金， （ y ) 黎曼， （0 切比雪夫. 

4.2 方程 a 2 +6 2 =< r 2 有许多正整数解，而方程+ 6 3 没有正整 数解. 求方程 

o 3 + 6 3 = c • ( * ) 


© 椭岡曲线是一种曲线，不是椭圆，它由 方程 / =* 3 +0* 2 + 知 +<? 给出，其中 a, A, c 是整数 . 如果 36-a 3 与 
没有除 2 以外的公因数，且满足其他一些技术性条件，则上述椭圆曲线是半稳定的 . 在第 43~ 
48 章中我们研究椭圆曲线 . 

© 如果存在从被称为棋曲线的另一类特殊曲线到椭圆曲线的映射，则该椭圆曲线被称为模形式的或具有模性质 . 




^.1 的整数解. 

I 有解 （ fl , 6, c ) =(2,-2, 4), 再求出它的三个正整数解.（提 示：寻找 形如 （《, 6, c ) = 
z 2 ) 的解.当然,并非每组 x , y , 2 都可行，因此需要你识别出哪些可行 .） 

B t C ) 是 （*) 的解， n 是任意整数，证明 UM , n 2 B ， « 3 C ) 也是 （*) 的解的解 
，）是本原的指它不形如 （ nM , n 2 B ， » 3 C ) (其中 
J 4 个’不同本原解.（即重做 （ a )， 但佴要本原解 •） 

, 4) 满足 a =6. 求满足 a = 6的所有本原解 （《, 6, C ). 

) 的一个满足 a >10 000的本原解. 



第 5 章整除性与最大公因数 


我们在勾股数组的研究.中已经看到，整除性与因数分解的概念是数论的重要工具.在本 
章中我们来更进一步地考察这些想法. . 

假设饥与/ 1 是整数， m^O. m, 整除>1指是 m 的倍数，即存在整数 ft 使得 n .如 
果 m 整除 n, 我们记为 min. 类似地，如果 .m 不整除 n , 则记为 mfn. 例如，由于 6=3.2, 
132=12 • 11,所以3 1 6, 12 I 132. 6的因数是丨，2_, 3.•另一方面，由于没有5的倍数等 
于7,所以5丨7.整除 n 的数称为 rt 的因数. 

如果已知两个整数，我们可 以求其 公因数,.即整除它们两个的数.例如，由于4 1 12且 
4 1 20,所以 4 是I 2 与20的公因数.注意4晕I 2 与20的,最大公因数.类似地，3是18与 
30的公因数，但不是最大的，因为6也是公因数 ； 两个数的最大公因数经常出现在我们的 
数论讨论中，是个极其重要的量. ' 

两个数 a 与 K 不全为零）的最大厶因数是整除它们两个的最大数，记为 gcd(a, 6) •如 
果 gcd( a , *)=1, 我们称 a 与6互素 • 

在前述的两个例子中， 

gcA( 12,20) =4 且 gcd(18,30) = 6. 

另一个例子是 ， 

gcd(225,120> = J5.. 

通过分解因数225 = 32 . 5 2 与1 2 0=2 3 . 3 . 5,可验证答案是正确的，但是 ，一 般地，要计算 a 
与6的最大公因数，分解 a 与6不是有效的方法® 

求两个数最大公因数的最有效方法是欧几里得算法，这是由直到余数为零的一系列带余 
除法组 成的. 在叙述一般方法前，我们用两个例子来说明. 

作为第一个例子，我们计算 gcd(36, 132). 第一步是132除以36得商3与余数24.我 
们将此记作 

132 = 3 x 36 + 24. , 

第二步是取36,用前一步的余数24除36得 . 

36 = 1 x 24 + 12. 

下一步，用12除24求得余数0， 

.2.4 = 2 x 12 + 0. 

欧几里得算法说明当得到余数0时，则前一步的余数就是最初两个数的最大公因数.以在 
这种情况我们求得 gcd(132, 36) =12. 

下面做一个更大的例子.计算 

gcd(l 160 718 174,316 258 250). 

做这种大数例子是为了说明计算最大公因数的欧几里得算法远比因数分解法更有效.由 


S 计算 - 与 A 的最大公因败的史低效方法是我女儿四年级老师教的方法.老师要求学生分别列出 a 与 t 的所有因 
数，然后找出同时出现在两个表中的最大数. 
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1 160 718 174 除以 316 258 250 开始，得商 3 和余数 211 943 424. 接下来取 316 258 250, 
P291 用 211 943 424 去除它.继续进行这个过程直到得到余数 0 为止. 具体计算见 下表： 

1 160 718 174 = 3 x 316 258 250 +211 943 424 
316 258 250= 1 x 211 943 424 + 104 314 826 
211 943 424 = 2 x 104 314 826 +3 313 772 
104 3i4 826 = 31 x 3 313 772 + 1587 894 
3 313 772 = 2 x 1 587 894 + 137 984 
1 587 894 = 11 x 137 984 + 70 070 
137 984 = 1 x 70 070 + 67 914 
70 070 = 1 x 67 914 +2156 
67 914 = '31 x 2156 + fl078| —最大公因数 
2156 = 2 x 1078 + 0 

注意如何在每一步用/!除以忍得到商0和余数 /?• 换句话说， 

A = Q x B + R. 

然后在下一步用数 S 与 i ? 代替原来的4与 B ， 继续此过程直到得到余数0为止.此时，前一 
步的余数《就是最初两 t 数的最大公因数.所以，上述计算表明 
gcd(l 160 718 174,316 258 250) = 1078. 

通过验证 1078 确实是公因数可部分地检验我们的计算（一种好想法）.事实上， 

1 160 718 174 = 1078 x 1 076 733, 316 258 250 = 1078 x 293 375. 

在进行欧几里得算法理论分析之前，有个现实的问题要考虑.如果已知4与 fi , 如何求 
商0与余数 / f 呢？当然，总可以使用通常的带余除法，但是，如果与 B 很大，秫可能很 
耗时间而且容易出错.令人愉快的选择是借助计算器或计算机程序，自动为你计算0 与兄 
然而，即使仅配备廉价的计算器，求<?与《仍需要基本的三个步骤. 


在计算器上计算 G 与使得的 方法： 

1. 使用计算器计算 / i 除以 B ， 得十进制数. 

2. 丢弃小数点右边的所有数字得到 <?. 

3. 使用公式求 fl . 


例如，假设4 = 12 345与 B =417. 则4/8=29..6043-.所以，=29且《 = 12345 - 
417 • 29 =252. 

下面我们分析欧几鱼得算法.对于一般情形，有 
a= q, x b + r, 
b= q 2 x r, + r t 
r, = q 3 xr 2 + r 3 
r 2 = g 4 xr 3 + r 4 


r .. 3 = g.-, X r ,_ 2 + r._, 
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r ^ 2 = 9 . K r ._, + 0 ♦-最大公因数‘ 
r .-i = 9.*i x r . +0 

如果令且 !■_, =〜则每行形如 * .. 

产 i-i = 9“i x r‘ + I •“卜 

为什么最后的非零余数 &是《 与 6 的公因数呢？我们从最底行开始向上分析.最后一 
行〜- ，表明 〜整除则前一行 

r .-i = 9. x + r . 

*明「„整除因为它整除 r „_ ，与 现在观察再前商一行，费们己知道 〜整除 ，与 
r „. 2( 所以也得知~整除、 _ 3 . 逐衧上移，当到达第二行时，我们就已经知道 '整除 ~与 
r ,. 于是第二行 + r 2 表明 /■„ 整除 fc . 最后到达顶行，利用 &整除 r , 与6可得到 r „ 
整除 a 的 结论. 这就完成了最后非零余戣是 a . 与6公因数的证明. 

但是，为什么是 a 与6的最大公因数呢？假设 rf 是 * 与6的任意公 因数. 让我们回到 
等式表.从第一个等式 <*=9, x 6 + q 和 d 整除 i 与可得 rf 也整除 r ,. 则第二个等式6 = 
? 2 r 1+ G 表明 d — 定整除心逐行继续下去，在每一步我们得到 d 整除前两个余数 r ,_, 与 r ,, 
则前行 =9,., xr , + l , 可知 d 也整除下一个余数最终到达倒数第二行 r w _ 2 = 
+ f „ 至此就得到整除'的结论.因此我们已证明如果<£是 d 和6的任惫公因数， 
则 d 整除 r ». 于是，％ —定是 a 与6的最大公因数. 

综上所述，我们验证了欧几里得算法的确计算出了最 大公因 数，它的重要性使得有必要 
把它形成一个定理. 

定理 5.1( 欧几里得算法）要计算两个整数 a 与6的最大公因数，先令 r _, =<» a r 。 =6, 
然后计算相继的商和余数 

r .-i = Qui X r i + r i*i (» = 0,1,2, — ) 

直到某余数为 0. 最后的非零余数 r „ 就是 a 与6的最大公因数 • 

为什么欧几里得算法总能完成任务呢？换句话说，我们知道最后的非零余数就是所希望 
的最大公因数，但是为什么一定会得到确实等于0的余数呢？这并不是一个无聊的问题，因 
为容易给出不终止的算法；甚至存在着很简单的算法，使得人们不知道它是否会终止.幸运 
的是，容易看出欧几里得算法总会终止.理由4艮简单，每次计算商和余数， 

A = Q x B + R , 1 

余数在0与 8-1 之间.这是显然的，因为如果身圯则可以再加1到商9,并从 K 减去 
B . 所以，欧几里得算法中的余数不断 减小： 

b = r 0 > r , > r s > r 3 > .... 

但是，所有余数大于等于 0, 因此得到非负整数的严格递减 序列. 最必然达到等于0的余 
数； 事戎上，显然至多经过6步就会得到余数 0. 幸运的;1,欧几里得算法远比这更有效. 
在习题中你会证明欧几里得算法的步数至多是 6 的位数的 7 倍.所以，在计算机±当《与 6 
有几百位甚至几千位时，很容易计算 gcd ( a , t ). , 

习题 


5.1 应用欧几里得算法计算下述 最犬公 因数 : 
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< a ) gcd (12 345 , 67 890) ( b ) gcd (54 321, 9876) 

fl 5 ' 2 编写程序计算两个整数 <» 与 6 的*大公因数 gcd ( a , 6). 即使 a 与&中的一个等于零，程序也应该运 
f 32 l 行，但要确 保** 与6都是0时不会出现死 循环. 、 

53 设 fc = r 。， I ， …是将欧几里得算法应用于《!与6得到的相继余数，进明毎两步会缩小余数至少一 
半. 换句话说，验证 

' r 1 

r M < ~Y r i* i = 0，1,2,“_. 

由此证明欧几里得算法在至多 210^(6) 步终止，其中 lofc 是以2为庳的 对数. 特别地，证明步数至多 
是6的位数的7倍.（.提 ，示： b & ( 10) 的值是多少？） 

S .4 如果 m 与 n 都整除 i , 贝 I )数 i 被称为 m 与 n 的 倍数. 最小的这种 i 被称为 m 与 n ' 的最小公倍數，记为 
LCM ( m , n ). 例如， LCM (3, 7) =21, LCM (12 , 66) =132. 

( a ) 求下述最小公侑数. 

( i ) LCM (8, 12) ( ii ) LCM (20, 30) ( ui ) LCM (51, 68) ( iT ) LCM {23, 18) 

1 '(•>) 对于在 （ a ) 中，计算的每个 LCM , 比较 LCM ( in .，. n ) 与 m , n , gcd ( ro ， n >. 的值，试.找出它们之间的 

关系. ^ 

证明你所发现的关系对所有„与.„成立. 

( d ) 用 （ b ) 中的结果计算 LCM (30.1337, 307 829). 

_( e ) 假设 gcd (. m ， n ) =.18 且 LCM ( m ， n ) =720,求 m 与 》•. 存在一种以上的可能性吗？如果存在，求 
出所有的 m 与 

5 .5 _‘ 3 » + 1 算法”如下: .，从 给定疋整数 n 出发.如果 n 是偶数则将它哮以 2 ; 加果 n 是奇数则把它替换成 
. 3 n + l . 如此反复迸荇 下去. 例如，如果由5开始，则得到数列 

5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1,-.., 

+如果由7开始，'则得到 ， 

7,22, II ,34,17,52,26,13,40,20,10,5,16,8,4,2,1,4, 2,1,-. 

注意得到1后数列正好连 续重复 4 , 2, 1. —般地，下述两种可能性 之一将 会出现 e . 

< i ) 我们可结束重复出现先前的某数 a , 在_这种情况下两个 a 之间的数段会无穷次重，复 .. 此时称.算法 
在最后_个不重复值处终止，数列中不同项的个数叫做算法长度.例如，对5与7,算法在丨处终 
止. 5的算法长度是 6., 而7的算法长度是 17. 

1131 ( B ) 我们可能从不重复相同的数，此时说算法没有终止， I 

(»)对》的下述每一个开始值，求,3« + 1算法的长度与终止值： 

( i > n =21 ( ii )» = 13 ( iii ) n =31 , 

(.!>) 做进一步的实验，试确定3»+.1苒法是否总是终止，_如果终止的话，.它在何值处终也?.. 

<<=) 设 t (») 是开始值为 n 的算法长度 （当然 ，假设算择终 止〉. 例如， i (5 )=6 与 i (7)=17. 证明„ = 
8&+4时 t ( n ) = i( n + l ). (提.示：如果.开垮值为84+4与84 + 5,算法的运行结果是什 么？〉 

( d > 证明 n =.12 Wt .+28 时 t ( n ) =/,(« + !) = L(n + 2). 

<0 类似于 ( c ) 与 （ d ), 找出其他条件使得 n 的相继值有相同长度 .（ 使用下一道习题积累的数据可能 
是有帮助的 .） 

A 5 6 编写程序来运朽上题叙述的 3 " + 1算法.用户输人《，程序就会给出 3 « + 1算法的长度 i ( n) 与 终止值 
I 34 | •用你的程序制作一个表格，给出所有开始值1霉 n 赛100的算法长度与终止值. 


6 当然，有第三种可能性.我们可能厌烦计算 而停止 工作，此时，你可.能将算法终止归咎于计拜机■■精 g 力尽 
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已知两个整数《与6,我们观察由的倍数加上6的倍数得到的所有可能整数.换句话 
说，考察由似+妙得到的所有整数，其中 * .与 y 可为任何整数.注意允许*与7取正值或负 
值.例如，取 <*=42 与6 =30. 对这种 a 与6,似+纹的一些值由下表 给出： 



* = -3 

* = -2 

*= -1 

*，=0 

Xml 

*=2 


” -3 

-216 

-174 

‘132 

-90 

-48 

-6 

36 

”■2 

-186 

-144 

-102 

-60 

-18 

24 

66 

”•-1 

-156 

-114 

- 7.2 

-30 

12 

54 

96 

y = 0 

”1 

-126 

-96 

-84 

-54 

-42 

•12 

0 

30 

42 

72 

84 

114 

126 

156 

”2 

”3 

-66 

-36 

-24 

6 

18 

— 48 

60 

90 

102 

132 

144 

174 

186 

216 

42 ^+ 30 / 的数值表 


对表的第一•个观察结果是表中的每项被6整除.这并不令人惊讶，因为42与30都能被 
6整除，所以，形如 42*+30 y =6(7*+5 y ) 的每个数是6的倍数.更一般地，显然形如 o * + 
6 y 的每个数被 gcd ( a , 6) 整除，因为 gcd ( a , 6) 整除<!与6. 

第二个观察结果是 42 与 30 的最大公因数 6 实际上出现在袠中，这多少有点令人惊讶. 
由上表得 

41 - (- 2) +30-3 = 6 = gcd(42,30). 

上述例子揭示了下述 结论： 


形如 a *+6 y 的最小正整数等于 g C d ( a ，6).., 


有许多方法证明这是成立 .的. 我们利用欧几里得算法来构造出适当的*与7.换句话 
说，将描述求方程 

ax + by = gcd ( a ,6) 

整数解*与7的方法.由于每个数似 + 妗被 gcd ( a ， M 整除， a *+. 知的最小正整数值恰好是 
gcd ( a , b ). _ 

如何解方程 a *+6 r = g C d (<»，6) 呢％如果 a 与6较小，也许能猜出一个解.例如，方程 
10* + 35 y = 5 

有解 *= -3 与 y = l , 方程 

7* + 1.1^ = 1 

有解 *= -3 与 y =2. 我们也注意到可能有多个解，因为*=8与/= -5 也是 7* + lly = l 
的解. 

然而，如果《与6较大，猜测或尝试法就不那么奏效了.我们先用例子来阐述如何用欧 
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几里得算法来解方程 o * + 6 y = g <^( a , 6). 试解 

22* + 60y = gcd(22,6()). 

第一步，应用欧几里得算法计算最大$因数.我们求得 
60 = 2 x 22 + 16 
22 = 1 ^ 16+6 
16 = 2 x 占 + 4 
6=1 x4 +2 


4 = 2 x 2 七 0 


这表明 gcd(22, 60) =2, 这是一个无需求助于欧几里得算法的显而易见的事实.然而，用 
欧几里得算法计算很重要，因为我们利用中间商和余数来解方程 22 *+ 6 o yf 2 . 首先 ， wm 
—个等式改写成 . 

16 =o-26, 其中 a = 60 , b = 22. 

下面，用这个值替换第二企等式中的 16, 得（记住 6.=.22) _ 

6 = lxl6+6=lx(o - 26) + 6. 

重新整理这个等式把,6移到一边，得 

6 = 6 - (a - 26) = - o + 36. ， 

现在将值 16 与 6 代人下一个等式 16 =2 x6 +4: 

o 2fc = 16 =2 6 + 4 = 2 ( - a +. 34)+4.. 

移项得 

4 - (a - 2 b ) - 2 (-a + 3 b ) = 3 a - 8fc, 

最后，使用等式 6=1 X 4+2 得 

-o+36 =6=1 x 4 + 2 = 1 x (3a - 86) + 2. 

重排这个等式得所希望的解 - ' 


-4a + 116 = 2. 

(应该验证一 T 我们的 结论： -4 x_60 + 11 x22 = -240 +242 =2.) 


可将上述计算概括成下述表格.注意左边等式是欧几里得算法，右边等式计算 a *+6 y = 
gcd(a, 6) 的解. 


a =2 x 6 + 16 
6 = 1 x 16 +6 


16=2x6+4 


16 =a - 2b 
6 = 6-1 x 16 
= 6 -1 x (a-2b) 1 
='-a + 3b 
4=16-2x6 

= (a-26 ： ) -2x( -a+3b) 


= 3a-86 

6 = 1x4+2 2 =6-1x4 


=( -a+3b) -1 x (3a-86) 
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= -4 a + 116 

4=2 x 2+0 I 团 

为什么这种方法可行呢？看一下下表就清楚了 .. 从欧几里得算法涉及 a 与6的前两行开 
始，按照我们的方式向 TF 进行 


a = ^,6 + r, 

b =^ 2 r l +r 2 


r t -q 3 r 2 +r 3 


一行行进行，将陆续得到形如 


r, ='a 

r 2 = 卜彳， 1 

)^b -q 2 (a-q x b) 

=? -q 2 a + (1 +?,^ 2 )6 

r 3 = r i U 2 

=(a -?,6) -q 3 ( -q 2 a + (1 +q { q 2 )b) 

=(1 


最新余数 = 的倍数 + 6 的倍数 


的等式.最终我们得到最后的非零余数，、它等于 gcd ( fl , 6). 这就给出了方程 _ gcd 6 i , 6)= 


似+妗所需的解. 

下面的表格给出对应于较大数 a = 12 453 与 6 = 2347 的例子.与前面一样，左边等式是 
欧几里得算法，右边解方程似 +6 y = gc < l ( a , 6). 可以看到 gcd (12 453, 2347)=1, 方程 
12453*+2347 y = l 有解（*， y ) =(304, -1613). 


a =5 x “718 
6=3 x 718 + 193 


718 =3 x 193 +139 


193 =1 x 139 +54 


139 =2 x 54 +31 


54=1 x 31 +23 


31 =1 x 23 +8 


718=‘<i-56 
193 =^-3 x718 
= *-3 x(a-56) 

=-3a + 166 
139=718-3x193 

=Ta -5 fc ) 一 .3 x ( -3 a + 166) 

= 10 a -536 
54 = 193 - 139 

=(-3a+ 166) - (10a-536) 

=- l *3 a +696 
31 =139 -2 x 54 

.=(10 a -536) -2 x ( ^ 13 a +696) 
= 36 a -1916 
23 =54-31 

=-13 a +696-(36 a -1916) 

=-49 a +2606 
8=31 -23 
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= 36 o -19 U -( -49 a +2606) 

= 85 o -4516 

23=2 x 8 十 7 7 =23 -2 x 8 •‘ 

=(-49 a +2606) -2 x (85 a -4516) 

=-219 a + 11626 
8 =1 x 7 +1 1=8-7 

= 85 a -451 A - ( - 219 a + 1162 A ) 

= 304 a -16136 

7 =7 xl +0 
现在，我们知道方程 

ax ^ by = gcd (a,b) 

总有整数解*与本章讨论的最后一个话题是方程有多少个解以及怎样表述所有解的问 
题.我们由互索的 a 与6开始，即让 g cd ( a , 6)=1, 假设 (&, : r ,) 是方程 
ax ■¥ by = 1 

的一个解.通过 A 减去 6的倍数和 R 加上 a 的相同倍数，可得到其他解. 换句 话说，对任 
疴整数我们得到新解（士+妯， y, -ka ) e . 通过计算 

o (*, + kb) + 6{ y ( - k.a) = ax, + akb' + by t bka — ax l + by x = 1 
可验证这确实是解. 

例如，如果由 5*+3 y = l 的解 （-1, 2) 开始，则得到新解 （- l +3 fc , 2-5*). 注意允 
许整数 fc 是正的、负的或零.取 fc 的特殊值就得到解 

13,22),(- 10, 17),(-7,,12) i (-4,7) ,(^1,2), 

(2, -3),(5, -8),，(8, - 13) ,(11, - 18)，.... 

仍旧观察 gcd ( a , 6〉=1的情形，可证明这种方法给出所有解.假设 （*,, y ,) 与（&， 
y 2 ) 是方程 a *+6 y = l 的两个解，即 ， 

科 I + by I = 1 且 «.*2 + hi = 1 - 

我们用 h 乘第一个方程，用 h 乘第二个方程，.再相减就消去了 fc . 重新整理后得到 

ax iVt - a * 2 r. = y 2 - y,- 

类似地，如果用* 2 乘第一个方程，用*，乘第二个方程，再相减便得到 
bx iy t - l>x t y 3 .= I, - 

如果令 a ： =* 2 yi -* iyi , 则得到 ... 、 

*2 - *1 + kb 与 ， y 2 = y, - ka. 

这表明第二个解（巧， y 2 ) 可由第一个解 （*,, y t ) 得到，_* 2 是*,加上6的倍数，是: K , 减去 
a 的相同 倍数. 所以，由初始解 （*,, y ,) 通过取不同的 fc 值可得到的每个解 （*, + 
kb, y、~ka). . 

0几何上，由直线 o* + Ar = l 上的已知点 (*,, A) 开始， 使用直线具有斜率 -o/4 的事实求新点 （*, +«, )■,-(«/ 
b)t ). 要得到新的整数点 ， S 要设 tfii 的倍数.替换 i=Jtt 给出新的整数解 （*, + 砧^-知). 
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如果 gcd ( a ，6) >1情况会如何呢？为简化公式我们令 ff = gcd ( a , 6). 由欧几里得算 
法知方程 

ax + by = g 

至少有一个解 （*,, y ,〉. 而 g 整除<»与6,故 （*,, y ,) 是简单方程 



g g 


的解.于是根据前面的方法，通过将 A 的值代人 



可得到其 他解. 这就完成了对方程 + = g 解的 描述. 我们把它概括成下述定理. 

定理 6.1( 线性方程定理）设《与1是非零整数， ^ = gcd ( o , b ). 方程 
ax + by = g 

总是有一个整数解 （*,, y ,), 它可由前面叙迷的欧儿里得算法得到.则方程的每一个解可由. 

(*> + i - 7 ,r, "' f )； 

得到，其中 * 可为任意整数 ._ 

例如，我们看到方程 

60* +22 y = gcd (60,22) = 2 , 

有解*=-4, y = ll . 于是线性方程定理表明每个解由公式 

(-4 + 1 U . U .-30*) ( ft 可取任意整数) 

得到. 特别地，如果要求*是正整数解，则可取 A = l ， 这就给出最小的这种解 （*., y ) =(7, 
-19). 

在本章我们已经证明了方程 

ax by ^ gcd ( o ,6) 

总有解.这个事实在理论与实践上都很重要，我们将在数论研究中反复使用它.例如，在第 
18章研究密码学时就需要解方程 M + 6 y = l . 在下一章，我们将这个方程用于素数分解理论 
的 研究. y . . ， • 

习题 

6.1 U ) 求方程 

， 12 345ar + 67 890y = gcd(12 345 ,67 890) 

的一组整数解. 

( b ) 求方程 ' 

1 54 32\x + *9876y = gcd(54 321,9876) 

的一组整数解. 

6.2 求下述方程的所有整 数解： 

(a) 105* + 121^ = 1 

(b) 12 345^+67 890y = gcd( 12 345, ^7 890) 

(c) 54 321* +9876 y = gcd(54 321, 9876) 


6.3 本章叙述的求解似 + 6y = gcdU, ft ) 的方法包貪相当多的代数运算与回代.本题描述计算*与 y 的另 
一种方法，它容易在计算机上 应用. 

( a ) 证明图 6. 1中描述的算法能计算正整数 a 与6的最大公因数#以及方程 a^ + by = gc 6 ( a , 的一组 

特解（心 y ). 


= e = a t »=0 与 w = 

(2) 如杲 w =0, 则置）并返回值 U , *， y ). 

(3) gr 除以 w 得余数《，豸 = gw + *(0 幻 <w). • 

(4) 置 s^x-qv. 

<5> 置 （*, ^)=(1；, ^). 

(6> 置 (! ；， w) s (J, I〉. 

(7) 转到第2步. __ 

图 6.1 解 < w ：+6 y = gcd ( a ，6) 的有效算法 

( b ) 运用你使用的计算机语言，在计算机上运行上连算法. 

( c ) 用你计算豕 = gcd ( fl , 6) 的程序，对下述有序对 6) 求 o *+6 y = g 的整数解. 

(1)(19789, 23 548) ( ii )(31 875, 8387) ( iii )(22 241 739, 19 848 039) 

( d >6 =0时你的程序出问题吗？修改程序使得程序能正确处理这种情况. 

(*0为了后面的应用，求出 x >0 的解是有用的.修改你的程序，使得程序总能得到 x >0 的解.（提 
示： 如果 U , : K ) 是解，则（* + 6, y - a ) 也是解 .） 

6.4 〈 a ) 求方程 

6x + 15 少 + 20z = 1 

的整数解 h y 与 

(b) a f 6 t c 满足什么条件时方程 

ax + by + cz = 1 

有整数解？当有解时给出求解的一般方法. 

( c ) 使用 （ b ) 中的方法求方程 

155* + 341 y + 385 z = 1 *' 

的一组整数解. 

6.5 假设 gcd ( ci , b) =1. 证明对每个整数 c , 方程 a * + Ay = c 有整数解 x 与 y . (提 示： 先求 ax + = 1 1 的 

解再乘以 c .) 求 37 A ：+47 y = 103 的一组解，尽量让 t y 比较小. 

6.6 有时，我们仅对方程 M +6 y =： C 的非负整数解:^与^感兴趣. 

(a) 解释为什么方程似 +5 r =4 没有整数解与 r ss 0. , 

( b ) 制作形如 3* + 5 y ( x >0, 的数值表，给出不可能出现的数值的猜想，然后证明你的猜想是正 

确的. 

( c ) 对 U , 6) 的下述值，求不能表示成似+6 〆 *多0, y 多 0) 形式的最大整数. 

(0(«, 6) =(3, 7) ( ii ).( a , 6) =(5, 7) ( ui )( a , 6) =(4, 11) 

( d ) 设 gcdU , 6)=1. 使用 （ c ) 中的结果猜想出不能表示成似+知(其中 y >0) 形式的最大整数 
(用《与6表示） . 对 （ a , 6) 的至少两个值检验你的推测. 

( e ) 证明你在 （ d ) 中猜出的公式是正确的. 

( f ) 试将上述问题推广到三项和似 + + (其中*彡0, r > Q , z^O). 例如，不能表示成如+ 10 y + 15 z 

(其中 x 身0, r ^ O , r >0) 的最大整数是什么？ 
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素数是这样的整数 P 為2,它的（正）因数仅有1与 p . 不是素数的整数叫做合数. 
例如， 

素数 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,- 
合数 4,6*8,9,10,12,14,15,16,18,20,- 

素数是以数的这样一种整除性为特征的，也就是说，它们是用只能被1和它们自身整除这种 
性质定 义的. 所以，素数应该具有的与它们所整除的数有关联 的特殊 性质并不是一目了然 
的. 因此，下述与素数相关的论断既是很重要的，又是非显而易 见的. 关于素软的下述事实 
是重睪的，但并非显而易见. 

断言 7.1 令/>是素数，假设 p 整除乘积则 p 整除 a 或 p 整除 6( 或.者珲整除 a ' 也 
整除 6) e . r 

证明巳知 p 整除乘积如果^整除 a , 则证明已完成，所以可假设 P 不整除 a •现 
在考虑 gcd (/>, <») 等于什么.既然它整除 p , 它就是1或 p . 它也整除 a , 由于已假设/>不整 
除 a , 所以 gcd ( P , a ) 不是 p . 因此 gcd ( j >, a ) 必等于 1. 

' 下面应用/»与<»的线性^•程定理（第6章丨.线性方程定理指出可以求方程 
px f ay = I 

的整数解 x 与 f (注意运用事实 gcd ( p ， a )= l .) 现在，方_两边同乘以 6 得 
pbx + aby = 6. 

显然， P 整除由于 p 整除 p 也整除 dy . 故 p 整除和 
pbx + aby 9 

从而 P 整除 6. 这就完成了断言的征明®. □ 

断言指出如果素数整除乘积则它必整除其中一个因数.注意这是素数的特殊性质， 
对合数则不 成立. 例如 ， 6整除乘积15 • 14,但是6既不整除15也不整除 14. 不难将断言 
推广到超出两个因数的乘积的 情形. 

定理 7.2 ( 素数整除性质 } 假设素数 p 整除乘积〜七… a r , 则 p 整除 a ,, a 2 , …， 
中至少一个因数. 

证明如果 P 整除 a ,, 则证明完成.否则，应用断言到乘积 

^“—3 … a r ) 

得出 P 必整除 …〜的 结论.换句话说，应用 a = a , 与6=%〜一\的 断言. 我们已知 
pi 所以如 果 /^ a ， 则断言表明 p 必整除 6. 

现在已知/>整除七％…七.如果 P 整除％,则证明完成.否则，应用断言到乘积〜（〜… 
七）得出 P 必整除七…心的结论.继续这种过程最终必然求得 P 整除某个 □ 


© 如果将〃与6分解成素数的乘积，你就会认为这个断言是显然的.然而，整数恰好以一种方式分解成索数乘积 
的事实本身并不那么显而易见.在本章后面，我们将进一步加以 讨论. 

O 当我们验证断言或证明命题时，用小方框“□”表示已经完成证明. 
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在本章后面，我们使用素数整除性质证明每个正整数可唯一分解成素数的乘积.可惜， 
大多数读者对这个麗要事实如此熟悉以至于他们会问为需要证明的问题.所以，在给出 
1451证明之前，要设法使读者确信唯一分解成索数乘积并不是那么显然.为此，离开熟悉的整数 
世界进入到 e . r ' 

偶数世界 •' 

（通常称作 “ E - 地带”） 

在已知数仅是偶数的世界里想象 自己. 这个世界存在的仅有的数是 

E = 1-, -8, -6, -4, -2,0,2,4,6， S ,10 〆 .].. 

注意在 E - 地带，可如通常^祥进行加、减、乘运算，因为偶数的和 、嫠、 积还是偶数.也 
可以谈论整 除性. 如果存在数4使得则称数 mE - 整除数 n . 伹由于现处在 E - 地带， 
所以“数”指的是 偶数. 例如，因为12 =6 .2, 所以6 E - 整除12;因为没有(偶）数满足18 = 
6 k , 所以6不 E - 整除 18. 

我们也可以谈论 素数. 如果任何（偶）数不整除 p , 则称（偶）数/>是 E - 素数.（在 E - 地 
畨，数不被它本身整除！）例如，下面是一些 E - 素数： 

2,6,10,14,18,22,26,30. 

回顾前面证明的普通数断言.我们证明了如果素数/>整除乘积则 P 整除 a 或整除 
b . 现在转到 E - 区域，考虑 E - 素数6相数 a = l 6, 6 = 18. 因为180=6, 30,所以数 6 E - 整除 
ab = m ； 但6不 E - 整除10也不 E - 整除 18. 所‘过， 1 ‘显_的•’断言在 E - 区域不成立. 

还有在 E - 区域中不成立的“ 不言而 喻的事实”.例#虑每个数可唯一地分解成素数 
乘积的 事实. （当然，不认为重排因数顺序是木同的因数分解 .） 不难证明（即使在 E - 地 f ) 
每个（偶）数可表示成 E - 素数的乘积.考虑下述因数 分解： 

180 = 6 • 30 = 10 • 18. . 

注意所有的数6, 30, 10, 18都是 E - 素数.这表明180可写成两形式根本不同的 E - 窣数的 
乘积！事实上,甚至有分解成 E •素数乘积的第三种 形式： 

[46] 180 = 2 - 90. 

现在，我们打算离开 E - 地带，回到奇数偶数一起和《相处的熟悉世界.我们希望在 E - 
地带的旅行 能使你 k 识到不能盲目相信似乎显然的“事实”.特别地，那些因为很熟悉或经 
常遇到，或因为经常表明是一般以为“一定成立”的 ••事 实”仍.需要更细致的考察与研究 e . 
跨越 E - 地带的边界——欢迎回到熟悉的整数世界 
每个人都“知道”正整数可以恰好甩一种方法分解成素数的乘积. 但我 们对 . E - 地带的访 
问提供了这种显然断言需要仔细证明的可靠证据. 

定理 7.-3 ( 算术#本定理）每个整数/^&之可唯一分解成素数乘积 
n = P,P 2 ― P ,： 

在开始算术基本定理的证明之前先做一些 评论. 首先，如果 n 自身是素数，则记 n =» 并 


0因为本书不是多媒体产品，配乐 S* 你的想象. 

© 对 众所周 知的所谓“亊实”也要认真考察，这个原则也适用于远离数学的政治•、新闻等. 
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认为这是由单个素数构成的 乘积. 其次，当记作》=/> 1/>2 〜广时，并非指 p ,， 〆 ，…， a —定 
是不同的 素数. 例如，记 300 = 2.2 . 3 . 5 . 5. 最后，当我 们说/ »可以恰好用一种方式表示 
成素数乘积时，不认为因数重排是新的因数分解.例如，将12 =.2 . 2 . 3,. 12 =2 . 3 ■ 2与 
12=3 - 2 - 2 看作是相同的因数分解. 

证明算术基本定理实际 上包含 两个断言. 

断言1数；》•可以以某种方式分解成素数乘积 • 

断言2仅有一种这样的因教分解（涂因数重排外）. 

从断言1 开始. 我们准备痦出归纳证明.首先 ffi 明/»=2的断言，然后•证明 n =3的断 
言， n = 4 的断言，等等.我彳口开始规察2 = 2 , 3= 3 •与4=2 2 ,所以，这些数的每一个可表 
示成素数的乘积.这就证明了 n =2, 3, 4的断言 1. 下面假设我们已证明了对于直到作的 
每个数《断言1 成立. 这意味着我们已证明了每个数况可分解成素数的 乘积. 现在验证 
N + 1 时的结论成立. 

有两种可能栓.首先， JV + 1 已是素数，此时它本身已分解成素数.其次， 汉 + 1 是合 
数，这表明它可 分舾成汉+ 1 =n |f » 2 , 2«ra,, n ^ N . 但是，已知对 /t,， 〜断言1成立，这 
是因为它们都小于等于 M 从而 n, 与七可分解成素数的乘积，即 
n l = PlP2 … P, 与 «2 = … 9.. 

将这两个乘积乘起来得 

• N + 1 = n i"2 = PiPi—- Prg,qi"- q., 

所以，況 + 1 可分解成素数的 乘积. 这说明对 yv + i 断言丨成立. • 

总结一下，我们已证明如果对.所有小于等于 JV 的数断言1成立，则 Af + l . 时断言 1 也成 
立. 但是,.我们已验证2, 3, 4时结论成立，所以取 iV =4可以 看到況 =.5 时结 论也成 立. 
取 " = 5则 W = 6时结论 成立. 取 TV = 6可以看到 /V =7时结论成立，： 等等. 因为可以反复进 
行这个过程’，因而可得对每个整数断言1成立. 

下面证明断言 2. 这•个断言也有归纳证明，但我们直接证 明它. 假设能将《分解成两种 
形式的素数乘积，即 

^ . ' ； n = PxPaPiP *："' P , = 砂 9,. - , 

需要证明当重排因数次序后分解是相同的.首先观察朽 I n , 所以 Pl I q ,. 本章前面 

已证的素数整除性质告诉我们/必整除 9 i 中的（至少）一个，， 所以如 旱重排这些 9( 可以使得 
P , I ?,• 但是9,也是素数，因而它的因数仅是1与因此必得， |=9 ,.， 

现在从等式两边梢去 Pl (与 9., 相等 ） 得等式 ^ 

P2P3P* … Pr = 

简要重述相同的论证，注意/> 2 .整除这个等式的左边，所以/> 2 也整除右边，因此由.素数整除 
性质得/> 2 整除中的二个.重排因数后可得〜丨办，又？ 2 是索数，因而这使得可 
以消去 p 2 (等于 ？2 )得到新的等式 . 

PsiV" P, = … 9,. 

继续这个过程直到所有的凡或所有的被 消去. 但是如果所有 的凡被 消去，则等式的 
左边等于1，所以左边没有任何 9 i . 类似地，如果 9 ,都被消去则必然被 消去. 换句话说， 
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的个数一定等于9,的个数.概括地说，我们已证明如果 
« = PlPiPiP^- Pr = 9l?2?394 - 
其中所有朽与 9, 都是寒数，则 r = 重排 9 ,■使得 

Pi = 9 i , p 2 = ? 2 . Pa = 9 a . …， P , = 

这就完成了仅有一种表示方法将 n 表示成素数乘积的证明. 口 

算术基本定理说明每个整数可表示成素数乘积.给定个整数如何具体地 
把它表示成素数乘积呢？如果 n 相当小（例如》 = 180), 可用检査法分解/», 

180 = 2 - 90 = 2 - 2 - 45 = 2 • 2 ■ 3 • 15 = 2 • 2 • 3 • 3 • 5. 

如果《比较大(例如 n =9 1052和> ,求因数分解会更困难.一种方法是用素数2, 3, 5, 
7, 11,，…试除《直到得到一个因数为止.对于 n =9 105 293,经过试除后求得整除/«的最小 
素数是？ 7. 我们分解出37得 

9 105 293 = 37-246 089, 

继续检査37,、41, 43，…来求整除246卯9的 素数. 因为 .246 089 = 43 • 5723.., 所以求得 
43 1246 089等，直到 分解成 5723 = 59 • 97 ,其中59与97都是素数.这就给出了完全素 
因数分解 ■ 

9 105 293 = 37 • 43 • 59 • 97. 

如果《本身不是素数，则必有整除 n 的素数要知道为什么成立，可以观察如果 
P 是整除 n 的最小素数，则《=/)|«， m ^ p , 从而两边取平方根得这就给 
出了将任何整数 n 表示成素数乘积的下述十分简单明了的 方法： 

要将 n 表示成素数乘积，用小于等于斤 的海 个教（或正好每个素数 ）2, 3,… 

试除它.如果没有求得整除 n 的整数，則 n 本身是素数.否则求得的第.一个因数是 
素数 p . 分解得 n = pm , 然后对 m 重复这个过程. 

虽然这是一个效率非常低的过程，但对适当大的数，比如说不超过10位的数，在甘 
算机上可以工作得很好.对于像 /i = 10 l 2 S +1这样的数情况怎样呢？如果/ I 最终是素数， 
则一直到检査个可能的因数才能停 下来. 这完全不可行.如果我们每秒钟能验证 
1 000 000 000( 十亿）个可能的因数，将耗时大约 3 •lO 44 年！这就产生了下述两个紧密相 
关的 问题： . 

问题11如何分辨已知数《是素数还是合数？ 

问题2如 f «是合数，如何将它分解成素数的乘积？ . 

虽然看起来 k 乎这两个问题相同，但是，事实表明问题1要比问题‘2容易回答.在后 
面，即使不能求出大数的任何因数，我们也会知道如何辨别已知大数是合数.用类似的方 
式，可以求得很大的素数 P 与9,这样，如果给某人 n = P 9 的乘积值，他们不可能通过分解 
n 来获得数 P 与 9. 很容易将两个数相乘但很难分解其乘积，这个奇特的事实是用数论建立 
高度安全密码这种重要应用的关键所在.我们将在第18章讲述这些密码. 


习题 


7.1 假设 gcdO , 6.) =1,进而设<»整除乘积紀证明 a 必整除 C . 
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证明乘积必整除 C . .[50] 

章使用几何方法证明的公式， （ c ) 是几何级数的前 


( c ) 1 + a + a 2 + o 3 + ••• + a * = ( 1 - a m：l )/(1 - a ) , 

⑷占 + 占 + 占+… + (7^1> = ^ 

7.4 本习题要求你继续研究 E •区域.牢记你所做的，本题中假设奇数不存在！ 

( a ) 叙述所有 E - 素数. 

< b ) 证明每个偶数可分解成 E •素数的乘积.（提 示： 棋仿普通数这个事实的证明 .） 

( c ) 我们看到180有三种分解法分解成 E - 素数的乘积.求有两种不同分解法分解成 E •素数乘积的最小 
数.180是有三种分解法的最小软吗？求有四种分解法的最 小数. 

( d ) 整数12仅有一种分解法分解成 E - 素数的 乘积： 12=2:6. (像通常一样，我们认为2 .6 与 6. 2 
是相同的分解 .） 求仅有一种分解法分解成 E - 素数乘积的所有偶数. 

7.5 欢迎进入世界，其中数是被4除余1的正整数.换句话说， M - 数是 
11，5,9，13，17,21广.丨. 

(另一种叙述是形如心 + 1(*=0, 1，2, …〉 的数 .） 在 M •世界中，我们不可能把数相加，但可以把数 
相乘，因为如果《与6都被4除余1，则它们的乘积也是这样.（你知道为什么成立吗？） 

如果对某 M •数 ft 有11 =冰*：,则称 mM - 整除 / I . 如果 n 的 M - 因数仅为1与它自身，则称 n 是 M - 素数. 

(当然，我们不认为1本身是 M •素数 •） 

U ) 求前6个 M - 素数. 

0>)求有两 种不同 分解法分解成 M - 素数乘积的 Rf •数 

A 7 * 6 编写将（正）整数几分解成素数乘积的 程序. （如果 〃=0,确保转到出错信息而不是出现死循环！）表 
示》的因数分解 的简便 方法是 2 xr 阶矩阵 • 因牝，如果 

、 n = p/'/>2* 2 - P r k \ I 51 I 

则将 / i 的因数分解存储成矩阵 

… Prl 

U , & j 

(如果你的计算机不允许动态存储分配，则必须确定允许存储多少因数的预存置 .） 

( a ) 编写程序，通过试除每个可能因数4 = 2, 3, 4, 5, t …分解(这是一种极其低效的方法， 

但常用作初学习题 . > 

( b ) 通过存储前100个（或更多）素数，在找到大素因数前先将《替换成这些素数以修改程序.如果你 
不嫌检査是偶数的 A 或被3整除或被5整除的 rf 麻烦，设法将比较大的</作为可能的因数，这样 
可提高程序运行速度.利用 m 不能被2与^之间的任何数整除时 m 是素数的事实，也可提髙效 
率- 使用你的程序求1 000 000与1 000.030 间所有整数的完全因数分解. 

( c ) 编写一段子程序以优美格式打印/ I 的因数分解.最令人满意的是指数出现在指数倬罝；但是，如 
果这不可能，则将（比如说 ）11 =75 460 =.2 2 • 5 • 7 3 • 11的因数分解打印成 

2-2*5 *7-3 * 11. 

(为便于阅读输出结果，不打印等于1的指数 .） 


7.2 假设 gcd < a , 6) =1，进而设 a 整除 C , 6整除 c . 
7.3 给出下述公式的归纳证明.（注意到 (《) 是第 
n 项 •） 


( a ) l +2+3 + •• 

( b ) l 2 +2 2 +3 2 _ 


n(n + 1 ) 
= 2 


■ 


第 8 章同‘余式 




整除性是数论的有力工具，这已在勾股数组、最大公 因数与 素数分解中得到体现.本章 
我们讨论同余式 理论. 同余式提供了一种描述整除性康的简惲 方式. 事实上，同余式使得整 
除性理论非常类似于方程理论. 

如果 m 整除《-6,我们就说《与6樓 m 同余并记之为 

a s 6( mod m ). 

例如，由于 

5 1 (7-2) 与 6 I (47 -35) ， 

我们有 ' 

■ t 7 s *2( mod 5) ' 与 47 = 35( mod 6). 

特别地，如果 a 除以得余数 r ， 则 a . 与^模讯同余.注意余数满足 0= Sr < m , 因而每个整 
数必与0 ~ m - 1之间的一个数模 / n 同余. 

数 m 叫做同余式的模.具有相同模的同余式在许多方面表现得很像通常的等式.例如， 

如果 

a 1 = 6, ( mod m ) 且 a 2 = b 2 ( mod m ), 

则 

a , ± a t s ± ij ( mo.d m ,) , «, a 2 s m ),. 

提醒 用数除同余式并非总是可能的.换句话说，如果 aC Bfcc ( nH>d m ) ,则 as . 

6 (mod m ) 未必 成立. 例如 15 • 2 s 20.2 (mod 10) , 但是 15 - M(mod 10). 令人苦 
恼的是，可能有 • 

uv = 0( mod m ) , - fS ! u #0 (mod m ) 且 v # 0 (mod > n ). 

因此， 6.4 音 0( modl 2), 但 6 笋 0( mc»d 12) 且 4 .荦 0 (mod 1 幻.然而.，如果 fccd ( c ， 
m ) =1,则可从同余式两边消去 c . 作为练习请读者证明这个结论 • 

可用与解方程相同的方法来解带未知数的同余式.例如，要解同余式 
x ‘+ 12 s S ( mod 8 ) , 


两边减12得 

* = 5. - 12 s - 7(mod 8). 

这个解是精确的，或者可用等价解* = 1(1« 0 <18).注意 -7 与1对模8是相同的，因为它们 
的差被 8整除. • 

下面是另一个例子.觯 


我们用5乘以两边得出 


4* s 3 (mod 1'9),' 


20 x = 15( mod 19). 
但 2 03 l( mo d I 9 )， 所以 2 0* s*( mo d 1 9 )_ 因此，解是 
x s 15 (mod 19). 



同余式 


3-3 


将15代人原同余式可检验我们的 答案. 4 • : 15=3( m 0 d 19) 对吗？的确如此，因为4 .15-3 = 

57 .= 3 • 19可被19 整除. " 

我们巧妙地解出了上面的同余式.但是，如東所有其他方法失效，至少有个■•攀登每座 
山”的穷举法 e . 要解模 m 同余式，可让每个变量试取0, 1, 2 ，…， m - l . 例如，解同余式 
x 2 +2 x -1 = 0 (mod 7), 

就去试*=0, * = 1； •••, * =6. 这导出两个解 *=2 (mod 7) 与 * = 3 (mod 7). 当然，还有其 
他解， 9 .与2不是不同解，因为它们择7相同. 所以， 当我们说“求同余式 f 54 l 
的所有解”时，是指求所有不同余的解，即相互不同余的所有解. 

我们也注意到有许多同余式没有如 * 2 _=3( mo dlO ). 不必太 惊讶， 毕竞有许多普通 
方程没有（实数）解，如 -1. 

本章的最后任务是解同余式 

ax — c(mod m ). 

这类同余式有些没有解.例如，如果 

6 x = IS (mod 514厂 

有解，则 5 .14 必整，除但 6 *.-1. 5 总是奇数，所以不可能碑偶数 5 14 整除. 因而同余 
式 6* sl 5( mod 514) 没有解. , 

在给出一般理论之前 ，： 我们试解一个例子.解!^余式 

, 18 x ^ 8 (mod 22). ， 

也就是说，求 22 整除 I 8 *- 8 的*瘇，所以必须对某 y 求满足1 8 *-5 = 2 2^ 值. 换句话 

说，需要解线性方程 • . 

18* - 22 y = 8. 

由第6章知可解方程 

, 18 u - 22 v = ? cd (18,22); =. 2 ., 

确实容易求得解 u =5 与！; =4. 实际上要求右边等于8,所以两边乘以4得 
18 • (5 • 4) -22 • (4 • 4) = 8. 

因此，18.2058(»«><122),所以* = 20( 11 1<>(122)是原同余式的解.马上我们会看到这个同 
余式有两个不同解 （mod 22) ;另一个解是 *=9 (mod 22). 

现在假设要求解任意同余式 

ax c ( mod m ). | 55 I 

我们需要求整 数* 使得 m 整瞼 a *- C . 如果可求得整数 y 使得 a*-c = my , 则数 m 就整除数. 

似 - c . 移项后我们看到似 s C (« u » dm ) 有解当且仅当线性方亭似 -my = C 有解. 这看起来很 
熟悉，准确地说是第6章求解的问题类型. 

为了使公式更简洁 ， &g = gcd ( a ，》«)• 第一个观 察是： 形如的每个致是 g 的 
倍数；因此，如果 g 不整除 c , 则 a*-my = c 没有解，从而 a * s c ( mo d m ) 也没有解. 

下面假设 g 确实整除 c . 由第6章的线性方程定理知方程 • 

6甚欢湿足的人称此为“涉过每条河"技巧. " 
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au + mv ^ g 

总是有解.假设通过尝试法或者使用第 6 章的欧几里得算法求得解 a = u。，i;= I；。. 由于假设 
g 整除 c, 所以可用整数 c/g 乘以这个方程得 

e e 

这说明 

X 0 = —(mod m ) 是同余式 s c(mod m ) 的解. 

g 

还有其他解吗？假设*丨是同余式似备 c(mod 肌）的其他解 ， M ax t sa^ 0 (mod m ) ,所以 
m 整除 a%, - a^。. 这道涵 

2 整除 
g g 

我们已知 m/g 与 a 々没有公因数，从而 m/g 必整除七-%.换句话说，存在整数 A 使得 

' x x = * 0 + A: •—. 

g 

由 m 的倍数所得的任何两个不同解被认为是相同的，所以拾好有 g 个不间的解，这些解通过取 
免=0, 1，…，茗一 1而 得到. 

[56] 这就完成了对同余式 ax = C (mod m) 的分析.我们将结果综述成下述定理. 

定理 8.1( 线性同余式定理） 设 fl, c 与 /n 是整数， m ^ l , 且设 g = g C d( fl , 

(a) 如果 gfc , 则同余式 a* = c(mod 肌）没有解. 

(b) 如果客 I c , 则同余式似 SC (\nodm) 恰好有 g 个不同 的解. 要求这些解，首先求线 
性方程 

au ^ mv - g 

的一个解 （u。，v 。） （第6章叙述了解这个方程的方法）•则是 a«ac(mod m) 的解， 
不同余解的完全集由 


x = x Q k • 一 (mod m) , A: = 0 ， 1 ,2,…， g - 1 
8 

给出. 

例如，同余式 

943^ = 381.( mod 2576) 

无解，这是.因为 gcd(9 4 3, 2576) =23不整除 38L 另一方面，同余式 
893 a ； = 266 (mod 2432) 

有19个解，因为 gcd(893, 2432) =19的确整除 266. 注意，无需计算任何解就能确定解的 
个数.而要求出同余式的解，我们首先解方程 

893 u - 2432v = 19. 

使用第6章的方法可求得解 （it, v) = (79, 29). 乘以266/19 =14得方程 
893太- 2432y = 266的解 Uj) = (1106,406). 


最后由 x 5 1106( mod 2432) 开始，加上2432/19 = 128的倍数就得到 
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893^ = 266( mod 2432) 

的完全 解集. （刿忘数超过 24 》 2 , it 许减丢 2 . 432 .)>9 个不同余的解是 
1106,1234,1362,1490,1618,1746,1874,2002,2130, 

■2258- ,2386,82,210,338,466,594,722 ,?50 ,978. [57] 

重果注记：线性同余式定琿的最重要情形是 gcd(f m 〉 在这种情形下，同余式 

ax * c( mod m) ( * ) 

恰圩有一 个解. 我们甚至可将解写成分数 , 

> "■ •+ •+ * = 子 .(mod m>). 


如果这样的话，我们必须记住符号 “ ■^(mod m 〉” 实际上仅是同余式 （*) 的解的一种简便速 
, ° 

记形式. • ； . , • _ 

习题 , 1 

1 I I 

8.1 假设 a, 尹6, (moci 饥)与 a 2 =6 2 (mod in). 

(a) 验证 a, + a 2 b 6, + 6 2 (mod m) 与 a， -b 2 ( mod m)._ 

( b > 验证 aA 与 1 • 

8. 2 假设 ac = 6c(mod-/n-〉 和 gcd(c，m) = 1. 证明 a ㈢ 6( mod m). 

8.3 求下述同余式的所有不同余解. 

(a) 7*»3(mod 15) 

(b) 6«»5(mod 15) 〜 ♦ 、 

(c) ^«l(moa8) ^ 

^d)x 2 a2(mpd7) 



8.4 证明下述整除性试验结果. 夂 

<a> 数 a 被4整除当且*仅当它的末尾两位数被4•整除. ， 

(b) 数 ci 被 8 整除当且仅当它的末禺三位数较 8 整除. 

<c> 数 a 被3整除当且仅当它的各位数字之和被3整除. 

(⑴数《被9整除当且仅当它的各位数字之和被9整除. 

(«)数《被11整除当且仅当它的各位数字交错和被11拯除.（如果 a 的数字是〜％%…~ 则交 
错和是指 交瞥加 、减\ > 

(提示： 对 (aj:， 模1收化简,对 (W. 类似. 对 （c)、j：d) 与 （e), 将 碎表成 10的各次幂倍数的和，然 
后模3, 9, 11化简 •> • 

8.5 求下述线性同余式的$ 有不同 余解/ 

(a) 8«s6(mod 14)* • 

(b) 66x«100(niod 121) 

Cc)21x^l4(mpd91). , • [58] 

8 6确定下述同余式的不同余解的个数.无需求出解. 

(a) 72*s47(mod 200) 

(b) 4183*s578l(mod 15 087) 

(c) J537* = 2863(mod 6731) 

A 8 * 7 编写程序解同余式似 ■dmocliiO . (如果 gcd( a ，m) 不整除 c， 则转到出错信息和 gcdU, m) 的值 •） \ W ] 


第 9 章同余式、幂与费马小定理 


取整数 a , 考虑它的幂 a , '& 2 , «' …模 m : 在这些幂中存在什.么模式吗？我们先看素 
数模 m =/ i 的情形，因为这时容易识别出'模式.这种现象在数论中（尤其在同余逾论中）很普 
遍. '当寻求同余模式时最好先从素数模人手. 

对每个素数 p =3, p =5, p =7, 列出整数 a =6, 1, 2,…和一些幂槙疼在进一步阅_ 
之前，应该停下来去考察这些表，并设法列出猜测的模式公式.然后通过制作 p = ll 的类似 
表格验证你的猜测，看你的模式是否仍是正确的. 






a* 

7 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

2 

3 

4 

4 

.3 

2 

t 1 

1 

2 

3 

i 

4 

4 

I 

4 

1 

4 

1 


a 




P" 


a 7 a 8 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 

2 

4 

1 

2 

4 

1 

2 4 

3 

2 

6 

4 

5 

1, 

3 2 

4 

2 

1 

4 

i 2 

1 

4 2. 

5 

4 

6 

2 

3 

1 

5 4 

6 

1 

6 

1 

6 


6 1 


许多令人感兴趣的模式可从这些表 看出. 在本章，相关模式在列 ， 

^(mod 3) a (mod 5 ) 与 a*(mod 7) r, ' 

中可观察出.除去顶端一个，这些列中的每一项等于 1. 这一模式对较木.的裝数继续成立 
吗？可检査/> = 11的表格，会发现 

1 1# = 1 (mod 11 ) ,2 10 = 1 (mod 11〉、3 10 ‘= J.(mod 11 ) ••• 

9 10 = 1 (mod 11) 与 10 10 = i-(mod 

由此得到下述 猜想： ： '' > '' 

■ a "~' = .1( mod p ) , 1 « o < p . 

当然，不需将 a 限制在 1 与 p -1 之间. 如果 《, •^<» 2 是0 的不同倍数，则其幕对模 p 相 
同.所以关于 a 的真正条件为它不是/>的 倍数. 这个结果由费马在 U 640 年给 Bessy 的信中首 
先提出，但费马没有给出证明的细节.第一个证明应归于莱布尼茨 e . 

定理 9.1( 费马小定理 1 设 jb 是素数， a 是任意整数且 a __0( mc > dp ), ,则 , 
a p ~ l = 1( mod p ). 

在给出费马小定理证明之前，我们要指出它的幂并说明如何用其进行简化 计算. 作为特 
例，考虑同余式 ' 


0莱布尼茨 （Gottfried Leibniz, 16«—1?1 6 )作为徽积分创始人之一而 闻名. .他与丰'頓几乎同时独立发.•现了撖积分 
的主要定理.徳国数学界与英国数学界用了两个世纪争论谁先给出了证明:. B 前匕致认为莱布尼嵌和牛顿都是 
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' - fi 22 .^ I .( m <) d 23)... 

这说明数 -1 是23的 倍数. 如果不用费马小定理验证这个事实， 则必须 算出6 22 减1.再除 
以 23. 下面是所得结果： ..C 

6 22 - 1 .= -23 - 5 722 682 775 750.745. [6 T ] 

类似地，为直接验证 7 3 TO 3 l ( m 0 d 101)，必须计算 7 3 im -1. 不幸的是，73 100 - 1有187位 
数.注意这个例子仅使用 P = 101,这是比较小的素数.因此，费马小定理描述了有关大数的 
一个令人惊讶的事实. 

我们可使用费马小定理简化计算 .， 例如，为计算 2 35 (mod 7), 可利用 2 6 S l(nu>d7). 

所以记35=6 • 5+5,使用指数律计算 

2 35 = 2 ts,i = (2 4 ) 5 - 2 5 = I s • 2 5 ^ 32 = 4(mod7). 

类似地假设果解同余式 * l03 *4(ipod 11). .肯定有 *#Q(mod 11)，因此由费马小定 
理得 • （ 

>■ s 1( mod 11). 

两边自乘10次得 V°° = l(mod 11)，然后乘以* 3 得 V° 3 =*. 3 (mod.ll). 要解原.同余式，正好 
需杲解〆 =4(nu».d 11). 通过连续尝试* = 1.，=2，...，可解这个同 余式. 这样 


*(mod 11*) 

0 

1 

2 * 

3 

4 

5 

•6 

7 

8 

9 

10 

x^( mod 1-1 j- 

_U 

1 

8 

5 i 

9 

4 

7 

2 

6 

3 

10 


因此同余式 * 103 寒 4( mod 11 ) 有解 * s 5 (mod 11 jK . , 

现在我们 准备诋 明费马小定理 •• 为说明证明方法，首先证明3* = 1(««0<17>.当然，无 
需给出这个事实的奇特证明，这是因为3*-丨=? 7 28 =. 7 . 104. 不过，当尝.试理解证明或构造 
证明时，通常可俾用特定 的数. 当 然:， 思路是设计不是真正利用我们考察特定数的结果的证 
明，然后这种证明能够应用到一般情况. 

为证明我们由数1, 2, 3, 4, 5, 6分别乘以3开始4模7化简.结果 
列人 下表： , , 


*( mod 7) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

3*( mod 7) 

3 

6 

2 


里 

4 


注意每个数 I, 3,4,5,6 在第二行恰好重新出现 一次. 病以 ,如果将第二行的所有数 rsn 

染®籴就得到与第一行所有数乘积相同的结果.当然必须模 7. 因此,， 

.(3 . 1)(3 • 2)(3 - 3)(3 -4)(3-5U3»6) si .2-3»4-5-6fn.oH7^ ’ 

’ 第二行的败 ‘ 第一) j 的败 

为节省空间，使用数《的阶乘的标准符号《! (1, 2, 3, n 的乘 积）. 换句话说， 

n ! = 1 • 3"' (n 1 ) • n . _ 

同余式左边提出6个因数3得 _ 

-. ..、 3* - 6! = 6 ：!.(mod 7). 

注意到6!与素，所以，可从两边消去6!得 3 6 5 s - l .( mod 7), 这 I 正好是费马小定理. 
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第 9 章 


现在我们准备证明一般性的费马小定理. 3 s ( mod ，7) 证明的关键是乘以3再重排数1, 
2, 3, 4, 5, 6 (mod 7), 所以，我们首先验证下述 断言： . 

断言 9.2 设 p 是素数， a 是任何整数且 a _0( mod />), 则数 
a ,2 a ,3 a ,--' ,(p - l)a ( modp ) 

与数 

1,2,3 , (p -1) ( modp )'' - ' 

相同，尽管它们的次序不同. ’• 

证明数列 o , 2 a , 3« ，…， 包含 p -丨 个数，.盘然没有&个数被 P 整除. 假设 
从数列中取两个数> 与* a , 并假设它们同余， 

'ja = ka ( mod p ). 

则 pi ( y - A )«, 因为假设 P 不整除 〜 所以 pi ( j - k ). 注意我们使用了第 7 章的素数整除性 
定理，该定理说明如果素数整除乘积则它整除一个 因数. 另一方面，已知1矣久 k ^ p - l , 
则 I/-AI < p - i . 仅有一个数的绝对值小于 p ’- i 且被 p 整除，这个数是 0. 从而 y = A .这 
I 63 I 表明 a , 2 a , 3 d ，…， （ p _- l +)< i 中的不同乘积对模 p ■不伺. . 

现在我们已知数列 a , 2 a , 3 a, …， （p - 1 )< i 包含 p - 1个不同的非零值 ( mod />). 但仅 
有 p - l 个不同的非零值 ( modp _) 「即数1, 2, 3 ，…， ( p -1). 因此，尽管这些数可能以不 
同次序出现，但数列 a , 2<»， 3 a ，…， （ p - l > a 与数列1, 2, 3,…， （ p -1) 必包含相同的 
数 （ modp ). 这就完成了断言的验证. 

利用该断言，容易完成费马小定理的证明. '断言说明数列 

a ,2 a ,3 d, …， （p - 1 ) o ( mod p ) 与数列 1，2,3 ，…， （p - 1) (mod p ) 

相同，所以第一个数列中数的乘积等’于第个数列中数的 乘积： 

o • (2 a ) • (3 a ) •••( (p - 1 ) a ) s 1 • 2 • 3 "- y (p - 1) ( mod p ). 

下面从左边提出 P -1 个 a 得 

' a "' 1 •(/ > - 1) ! = (p - 1) ! ( mod p ). 

最后我们看到 ( P -1)! 与 P 互素，因此从两边消去 0>- l )! 就得到费马小定理 

af -_ ， 1( mod p ). □ 

无需真正分解一个取可用费马小定理证明这个数不是素数 .例如 ，有 
2 1234544 = 899 557 (mod 1 234 567). 

这意味着1 2 34 «7不是素数，因为如果它是的话，费马小定理告诉我们 2123458 *必同余于 
1 (mod 1234567). (如果你想了解如何计算 2 liM 566 ( in 0 d 1234567) ，不必犯愁；我们将在第 
16章讲述如何计算. ） 因为1 234 567 =127 . 9721，所以在这种情况下，我们实 际上可 求出一 
个因数.考察数 

， w = 10 ,0 ° + 3.7. _ 

当计算 2" — 1 (mod m ) 时可得 

2"-' = 3 626 360 327 545 861 062 487 760 199 633 583 910 836 873 253 019 151 380 128 320 824 
09.1 124 859 463 579 459 059 730 070 231 844 397( mod . m ). 


[641 
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由费马小定理我们再次推出 10 IM +37不是素数，但不知道如何求其因数.在台式计算机上 
可快速验证它没有小于 2000 dO 的素因 数.有点奇怪的是容易.写出这样的合数，但还找不出 
其（真）因数 • 

习题 

, f 

9.1 利用费马小定理求解下述题目. 

U ) 求数 0« a <73, 使得《画9 794 (1110<1乃）. 

( b ) 解 * w «6( mod 29). 

(<0 解， *3 (mod 13). 

9.2 虽然我们不需要知道 （ p -1) 丨 （ mod />) 的值，但是 (/ >-1)! ( modp ) 出现在费马小定理的证 明中. 

( a ) 对某些小的 P 值，计算 ( p -1)! ( modp ), 找出模式并提出猜想. 

( b ) 证明你的猜想是正确的.（对小的/>值，试寻找 （ p -1)! ( modp ) 产生这种数值的原因，然后推广 
你的观察，证明结论对所有成立 .） 

9.3 当 p 是素数时，习题 9.2 要求你确定 （ p -1)! ( modp ) 的值. 

( a 〉 对某些小的合数 m 的值，计算 （ m -1)! (mod m ). 你能得到对素数所发现的相同模式吗？ 

0>)如果已知 U - l >! (mod ；0的值，如何使用这个值明确判断 n 是素数还是 合数？ 

9.4 如 果；) 是素数， a _0( modp )， 则由费马小定理可知 

(«)同余式7 | 734 250 31660565(11«^ 1734 251>成立.你能得到1 73 4 251是合数的结论吗？ 

0>)同余式 〗29 mw6 = 15 179( mod 64 027) 成立.你能得到64 027是合数的结论吗？ 

( c ) 同余式 2 526 M - l(mod 52 633) 成立. 你能得到52 633是素数的结论吗？ 
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在前一章我们证明了费马小定理：如果 P 是素数且 Pta ， 则 / dsKmodp ). 如果 P 换 
成合数，结论就不正 确了. 例如， 5 5 s5(mod6), 2 , ®4(mod9). 因此，我们问是否有依赖 
模 m 的指数使得 

a m = 1( mod m). 

首先，观 察到： 如果 gcd ( a ， m ) > 1 , 则这是不可 能的. 为了说明原因，假设 
(mod m)... 则对某整数 y , o 4 = 1 + my , 所以 gcd(a, m) 整除 a 4 -my = l. 换句话说，如果 a 
的某个幂模 m 余1,则必有 g C d(. fl , m) =1. 这提示我们观察与 ml ： 孝的数的集合 

{ a : '1 霉 ，a 矣 m , gcd(o,m) = 1 }. 

例如， •' 


m 

\a*\^a^m 9 gcd ( a , m) = 1 [ 

1 

2 

in 

IM 

3 

|1, 2| 

4 

jl, 3| 

5 

11, 2, 3, 41 

6 

|1, 5| 

7 

|1 ； 2, 3, 4, 5, 6) 

8 

11, 3, 5, 7| 

9 

U, 2, 4, 5, 7, 81 

10 

|1, 3, 7, 9| 


在0与 m 之间且与 m 互素的整数个数是个重要的量，我们赋予这个量一个 名称: 

= #\a ■ 1 ^ a ^ m, gcd(a,m) = 1 i. 

函数 <<) 叫做欧拉 函数. 由前表可求得 l=Sm 矣10时的4>(»")值. 


m 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

小 （TO) 

1 

1 

2 

2 

4 

2 | 

6 

4 1 

6 | 

4 


注意 P 是素数时每个整数1矣都与 p 互素.所以，对素数有公式 
<i>(p) = /> - 1 . 

我们设法模拟费马小定理的证明.例如，假设要求7的幂次模10余 1. 不取所有数1矣 
a <10,而是恰好取与10互素的数.它们是 

1,3 ,7 ,9( mod 10). 
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如果用7乘每个数得 

7*1= 7 (mod 10) , 7 • 3 = 1 (mod 10) , 

7*7= 9 (mod JO ) t 7 • 9 至 3( mod 10). 

注意重排后取相同 的数. 如果将它们乘起来就得到相同的乘积 

(7 - 1)(7 -3)(7 - 7)(7 .9)* 1 • 3 .7 -9 (mod 10) 

7"(1 - 3 • 7 ■ 9) = 1 . 3 • 7 .9j>od 10). 

消去 1 .3.7 .9 得 7 4 * l(mod 10). 

指数4从何而来呢？它等于0与10之间且与10互素的整数 个数； 即由于 +(10) =4, 
所以指数等于 4. 这意味着下述公式成立. 

定理 10. 1( 欧拉公式） 如果 gcd ( a , m )= l , 则 

a * (M) - l(.mod m ). • 

证明至此，我们已经确定了考察的数的正确集合 .， 所以欧拉公式的证明几乎与费%/】、 
定理的证明一致.令 , 

1 ^ 6 | < 6 2 < … < < m 

是0与 m 之间且与 m 互素的 办 （ m ) 个整数. 

断言 10. 2 如果 gcd ( a , m ) = 1, 则数列 

b , a , b 2 a , b 3 a ,"- m ) 

与数列 

H *3 ，".，*♦(!»>(mod 

相同，尽管它们可能次序不同. 

断言的证明注意到如果6与 m 互素，则以也与 m 互索.从而数列 
b l a , b 2 a , b 3 a ,"- mod m ) 

中的每个数同余于数列 

l >, , b t , b 3 ，―, b Mn) (mod m ) 

中的一个数.进而，每个数列都有 < Km ) 个数. 因此，如果能够证明第一个数列中的数对于 
模 m 不同，则就得到两个数列（重排后）相同. 

假设从第一个数列中取两个数6,与 6 4 a , 并假设它们同余， 
bjO = b k a ( mod m ). 

则 ml ( bj - b ^ a . 但是 m 与 a 互素，因而得到 ml ^-6*. 另一方面，在1与 m 之 
间，这蕴涵丨 W « m - l . 仅有一个数的绝对值严格小于 nt 且被 m 整除，这个数是 0. 
从而这说明数列 

6 l u ，6 ja ，6 3 a ，--，6 Wlj 0 a(mod m ) 

中的数模/»不同，这就完成了断言成立的证明. 

使用上述断言容易完成欧拉公式的证明.断言说明数列 

6, a ,6 2 a ,6 3 a , **• ,6^ ( m ) a(mod m ) 


[M2 


与数列 


圆 
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第 JO 章 


V，H ••人 (》> ( mod w ) 

是相同的，所以，第一个数列中数的乘积等于第二个数列中数的 乘积： 

(6，a) • (b 2 a) • (6 3 a) … (b ♦⑷ a) « 6, • 6 2 • 6 3 … 6 ♦㈤ （mod m). 

左边提出少（ 岣个 a 得到 

a Mn) B = B(mod m ) ，其中 B = b、b 2 b 3 … If ‘⑷ • 

最后由于每个 匕与 /n 互素，我们得5与 m 互素.这表明可从两边消去 B 得到欧拉公式 

a* (m) = 1(mod m). □ 


习题 


10.1 设 6 _< 6 2 0“ <、■)是1与 m 之间且与 m 互索的整数（包括1)， 5 = ^3- ••心⑷ 焉它们 的乘积.矜 
来自于欧拉公式的证明. 

( a ) 证明 fisl(mod m) 鹚者 -l(mod m). 

(b) 对某些小的 m 值计算 B ， 试寻拽当它等宁 l(mcKim) 和 -l(modm) 时的棋式. 

10.2 可以验证数3750满足杏( 3750) =1000. 求满足下述三个性质的数 a. 

(i) a 安 7 撕 (mod 3750). 

(ii) l^a^5Q00. 

(iil) a 不被 7 整除. 

10.3 如果对每个整数 fl(gcd( a , m)=l), 同余式 a w S l(modm) 成立，则称合数 m 为卡米歇尔数. 

(a) 验证 m=561=3*ll • 17是卡米歇尔数 .（ 提示： 不必对 a 的所有320个值 计算， ― 1 ( mod m) , 
而是使用费马小定理验证对整除 m 的每个素数 有， q » l ( modp ), 然后解释为什么这蕴涵 
o*' 1 ■ 1 (mod m).) 

(b) 试求另一个卡米歌尔数.你认为存在无穷多个卡米歇尔数吗？ 


圆 



这个表揭示了 4>0^ 4 ) =♦( 〆 ）«( 〆 ）• 我们也 可试- 些不是素数赛次的数的例子，如 
令（14) =6， <^(15> = 8,办 (210) =中（14.. 15〉= 48. 

这使得我们猜测下述断言 成立： 

如果 gcd ( m ,/ i ) = 1,则 <(>("»») = < f >( m ) iff ( n ). 

在设法证明这个乘法公式之前，对任意的 m , 或更确切地对能够分解成素数乘积的任意 
m , 我们说明利用它能够多么容易地计算 


第11章欧拉0函数与中国剩余定理 

欧拉公式 

a * im) s 1 ( mod m ) 

是既优美又有力的结果.但是，除非.能找到计算 4>( m ) 的有效方法，否则它的用途不能发挥出 
来.显然，我们不想列出1到 m -1 的所有整数来检査每个数是否与 m 互素.例如，如果 
1000,会耗费许多时间，对"则是不可能的. JE 像我们在前一章看到的，容易计算 
• Mm ) 的一种情况是 m = p 为素数，这是因为每个整数句 >-1 与 m 互素. 因此 < Kp 〉= p - l _ 
im = p 4 是素数幂次时，可容易推出 < KP 4 ) 的类似公式.不用设法计数1到 〆 之间的 
与 〆 互素的整数个数，.而是由满足1在的所有整数开始，然后丢弃与 p * 不互素的 
整数. 

数 a 什么时候与 〆 不互素呢？ 〆 仅有的因数是 p 的幂次，所以，当<2被/)整除时 a 不 
与 〆 互素. 换句话说， 

4>( p *) = p k - a ■ 1 ^ a p k ,p \ a \. 

因此，必须计与/之间有多少个整数被 p . 整除.这是容易的，下述数是 p 的 倍数： 
p, 2p, 3p, 4p, •••, ( p f_l - 2) p , ( p *' 1 -l)p, p l . 

它们有 P ^ 1 个，这就给出公式 

例如 

4>(2401) = = 7 4 - 7 3 = 2058. 

这表明在 1 与 2401 之间有2058个整数与2401互素. 

当 m 是索数幂次时，我们 已知如 何计算少（相）.下面假设 m 是两个索数幂次的乘积 
m =p>q\ 要将猜测公式化，我们 对一些 小的值计算 < MpV ) 并将它与<#>( 〆 ）和</»( 〆 )的值进 
行比较. 
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第 n 聿 


假设已知整数 / n , 且假设己将 m 分解成素数乘积，即 
m = />,*' P , k, , 

其中朽，…，是不同的 素数. 首先使用乘法公式计算 
然后使用素数幂公式 4>( p l ) = P k - 〆 ' 1 得 

[ID < P ( rn ) = (p, k ' -P^') - ( Pl h -/» 夕 -| 卜 _. (/> ， _ Pp *--'). 

这个公式看起来复杂，但实际上计算 0( m ) 的过程很简单.例如， 

4.(1512) =* < f >(2 3 • 3 3 • 7) =步(2 3 ) . 4>(3 3 ) - <^(7) 

=(2 3 - 2 2 ) - (3 J -3 2 ) • (7 -1) = 4 . 18 . 6 = 432. 

所以，在1与1512之间有432个数与1512互素. 

现在准备证明欧拉函数的乘法公式.我们也重述素数幂公式以使两个公式方便地列在 
-起. 

定理 11.1( ♦函数公式） （ a ) 如果/>是素数且 AS 1, 则 
= p k - P *' 1 - 

( b ) 如果 gcd ( i », ») = 1 ,则 =4>( m ) tl >( n ). 

证明我们在本章前面证明了素数幂公式 （ a ), 因此余下的便是荽证_乘法公式 （ b ). 
我们使用数论中的 

國 

这个最有用的工具之一来进行证明.简言之，我们找一个包含4»(>«1»)个元素的集合，再找一 
个包含 < K »»)4» U ) 个元素的第二个集合，然后证明这两个集合包含个数相同的元素. 

第一个集合是 

ja ： 1 ^ a ^.mn, gcd(a,mn) = 1 1 . 

显然，这个集合包含 ♦("»•) 个元素，因为这正好是 < Km n ) 的定义.第二个集合是 
((6 ， c) : 1 € 6 < nt, gcd(6,m) = 1 , 1 矣 c € n, gc(i(c,n) = 1 |. 

第二个集合含有多少个序对 (6, c ) 呢？正好对6有个选择.，因为这是 <#»(»») 的定义 . 
对<：有中（》»)个选择，因为这是 《(«) 的定义.所以，对第一个坐标 * 有个选择，对第 
二个坐标 C 有 < K »0 个选择，从而对序对（6, C ) 总共有 0( m )< Kn ) 个选择. 

例如，假设取则第一个集合由与20互素的数 
GS (1,3,7,9,11,13,17,191 

组成.第二个集合由序对 

((1,1),(1,2),(1,3) ,(1,4) ,(3,1), (3,2),(3,3),(3, 4)| 

组成，其中每个序对的第一个数与4互素，第二个数与5互素. 

回到一般情形，我们取第一个集合的每个元素，按照下述方法 


I ^ a ^ mn t f ^ 1 < 6 < m , gcd ( i , m ) = ll 
gcd ( a , m /») = ll l ’ 1 < c € n , gcd ( c ,») = 1 J 
a mod mn 1—>• (a mod m,a mod n ) 


欧拉小 函教与 中国剩余定理 


45 


将它与第二个集合的序对对应.这指的是取第一个集合的整数 a 并把它指派到序对 （6., C )， 
满足 

a s 6 (mod m ) 与 a = c(mod n ). 

如果再看一 Tm =4, n =5 的例子，也许比较清楚.例如，第一个集合的数13与第二 
个集合的序对（ I , 3) 对应，因为 13 = l ( mc > d 4) 且 13 s 3( mod 5). 对第一个集合的其他数采 
用同样的做法. - 

11,3,7,9,11,13,17,191 ^ |(1, 1),(1,2),(1,3),(1,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3, 4)| 

1 I ->(1,1) ~ 3 U "(3^) 7 1^ (3,2) 9 1^(1,4) 

11 !-► (3,1) 13 ^ (1,3) 17 (1,2) 19 (-► (3,4) 

在这个例子中，可以看到第二个集合的每个序对恰好与第一个集合的一个元素匹配.这表明 
两个集合有相同的元素个数.我们要证明一般情形下的同样匹配出现. 

我们需要证明下面两个陈述是正 确的： 

(1) 第一个集合的不同数对应第二个集合的不同序对. 

(2) 第二个集合的每个序对适合第一个集合的某个数. 

一旦验证了这两条，我们就知道两个集合有相同的元素个数.但是，已知第一个集合有 
中 （ mn ) 个元素，第二个集合有个元素 • 所以，为了完成 "«) = n ) 的 

证明，只需验证（1〉与 （2). 

要验证 （1), 我们取第一个集合的两个数 a , 与 a 2 , 假设它们在第二个集合有相同的象. 
这意味着 

a , ~ a 2 ( mod m ) 与 a , s a 2 ( mod n ). 

因此， a , -«» 2 被》«与 n 整除. 然而， m 与； i 互素，因此 a ,- a 2 —定被 mn 整除.换句话说， 
a , = Oj ( mod mn ) , 

这表明与是第一个集合的相同 元素. 这就完成了第一个陈述的证明. 

要验证陈述 （2), 需要坪明对6与《:的任何已知值，至少可求得一个整数 a 满足 
a = 6( mod to ) 与 a s c(mod n ). 

这个同余式组有解的事实是很重要的，足以保证它有自己的名称. □ 

定理 11.2 { 中国剩余定理1 设 m 与 n 是整数， gcd ( m , n ) =1, 6与 c 是任意整数.则 
同余式组 

* = 6 (mod m ) 与 * = c(mod n ) 

恰有一个解0忘； it 矣； nit . 

证明像通常一样，我们由例子开始.假设要解 

* = 8( mod 11 ) 与 * = 3 (mod 19). 

第一个同余式的解由形如 * = lly +8的所有整数组，成.将它代人第二个同余式，化简并求 
解.因此， 

lly + 8= 3 (mod 19) 
llys 14( mod 19). 


m 




我们知道怎样解这种类型的线性同余式缉（见第 8 章线性同余式定理〉.解是 

19), 然后可用*, = lly , +8 =11 . 3+8 =41求得原来同余式的解.最后验证 答案： （41- 

8)/11 =3与 （41 -3)/9 =2是正确的. 

对一般情况，由解第一个同余式 * = t ( modm ) 开始.其解由形如 *.= my +6.的所有数组 
成.将此代人第二个同余式得 

my = c ~ 6 (mod n ). 

已知 gcdCnt, ») =1， 第 8 章线性同余式定理告诉我们恰有•一个解 y,, 0今力 <«.则 
*, = my l + b 

给出了原来同余式组的解，这是唯一解0«*, < mn , 因为在0与 ft ■之 间有唯一解 y ,， 且 
用 m 乘 y , 得*, • 这就完成了中国剩余定理的证明及公式办(™*〉的 证明. 口 
历史插曲中国剩余定理的第—个有记载的实例出现在3世纪末4世纪初的中国数学著 
作中.令人惊讶的是，它涉及解由三个同余式构成的同余式组这样的难题. 

“今有物不知 其数. 三三数之剩二，五五数之剩三，七七数之剩二，问物几何？” 

—《孙子算经》（孙子的数学著作0,大约公元300年，第3卷问题26 


习题 

11.1 ( a ) 求炎 (97) 的值. 

(1»)求炎（8800)的值. 

11.2 ( a ) 如果 m 為3,解释为什么 ♦( m ) 总是偶数. 

( b )^ m ) “经常"被 4 整除.叙述 < Km ) 不被4整除的所有 m . 

11.3 假设 Pl ，/> 2 ,…，/>，是整除 m 的不同素数.证明 <#)(^0 的下述公式成立： 

♦⑷ H 1 -女 K 1 0-士) • ^ 

使用这个公式计算 1 oooooo). 

114编写程序计算欧拉函数少（幻的值.应该使用 n 的素因数分解来计算 < M «), 而不是通过求与互素 
的1与/»之间的所有《来计算 *( n ). 

11.5 对每个同余式组求其解 t 

( a ) * = 3( mod 7) , *_5( mod 9> 

( b ) *-3 (mod 37), * = l(mod 87) 

( c ) * s 5 (mod 7) , x^ 2 ( mod 12) , x ，8( mo(i 13〉 

11.6 解“历史插曲”提到的《孙子算经》中已有1700年历史的中国剩余问题. 

11.7 一个农夫在去集市卖鸡蛋的路上，流星打中了他的小货车，击碎了他的鸡蛋.为申请保险索赔，他 
需要知道打碎了多少鸡蛋.他知道两两数之余一，三三数之余 一， 四四数之余 ―， 五五数之余一， 
六六数之余一，七七数之余一.问小货车里鸡蛋的最少个数是多少？ 

118编写程序，取四个整数 （6, m , / I ), gcd ( m , / i )= l 作为输入，计算满足 
x s 6( mod to ) ， x s . c(mod n) , 0 务 ： * < mn 
的整数 t ' 

11.9 在本题中将证明三个同余式的中国剩余定理.设 m ,, m 2 , m 3 是两两互素的正整数，即 
gcdXm , f m 2 ) = 1 , gcd ( m , f m 3 ) = 1, gcd ( m 2 , mj ) = 1. 

设 a 2 , a 3 是任意三个 整数. 证明同余式组 
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x s a, ( mod m, ) , x s a 2 ( mod m 2 ) , x 费 a 3 ( mod m 3 ) 

在区间 0^*< m , m 2 m 3 恰有一个整数解 t 你能找出将这个问题推广到处理多个同余式组 
« = a , (mod m , ) , x ■ a 2 ( mod m 2 〉,•••， 尤 = a,(mod m r ) 

的模式吗？特别地，辑 m ,, m 2 ，…， 需要满足什么条件呢？ 

11.10 如果是素数， 你 能说出〃有什么模式吗？如果炎（《)是素数的平方， n 又有 什么模式呢？ 

11.11 求=160的至少5个不同整数.你能求出更多的吗？ 

假钕整 数々 满足奋 (》) =1000. 

( a ) 列出可能整除的所有衆数. 

( b ) 由 （ a ) 求出所有满足杏（幻=1000的整数. 

11. 12解下述方程，求的所有值. 

( a )^( n ') = n /2 ( b )<^( n ) = n /3 ( c )< f >( n ) = n /6 

(提 示： 习题 11. 3 的公式也许有用 •） 

11. 13 ( a ) 对每个整数 2 ^ 0 ^ 10 ,求^ 1000 的最末 4 位数. 

(1>)基于 （ a ) 的试验（如果有必要的话，进一步试验），给出一种简单判别法，使得可由 a 的值预测 
d 000 的最末4位数. 

( c ) 证明 （ a ) 中你的判别法是正确的. 



素数是数论的基本构件，这是第7章讨论过的算术基本萣理吿诉我们的.每个数由将素 
数乘在一起的唯一方式 构成. 在其他科学领域有类似的情况，毫无例外，构件的发现与描述 
在其学科领域具有深远影响.例如，每种化学制品是由一些棊本元素构成的，门捷列夫 
( Mendeleev ) 将这些元素分类成性质周期性重现的元素族，这些发现使得化学领域发生了革 
命性 变化. 下面我们将做类似的事情，将素数集合分成各种子集，例如分成模4余1的集合 
与模4余3的集合.类似地，当科学家发现组成每个元素的®子是由三种基本粒子（质子、 
中子和电子 6 )构成的，每种粒子的个数决定原子的化学性质与物理性质时，物理学有了巨 
大 进步. 例如，由92个质子和仅仅143个中子构成的原子具有明显区别于带有三个额外中 
子的同族原子的性质. 

素数是基本构件的事实是研究其性质的充足理由.当然，这并不表明那些性质是令人感 
兴 趣的. 当学习语言时，研究如何搭配不规则动词是很重要的，但这并不能使它很吸引人. 
幸运的是，人们对素数研究得越多就越对素数感兴趣，而发现的关系式就越优美且令人惊 
讶.在这简短的一章，我们仅涉及大量值得注意的素数性质中的一小部分. 

首先，我们列出前几个 素数： 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41，43,47,53,59,61，…. 

可从表中发现什么呢？首先可看出2是仅有的偶素数.当然这是正确的.如果 n 是大于2的 
偶数，则它可分解成2 • ( n /2). 这使得素数集合中的2很不寻常，不是奇数，胜似奇数， 
所以人们戏称 

“2 是最奇的素数 s r 

由素数表得到的更重要的观察是在表末尾出现的省略号（三个点〉，这意味着表不完整.例 
如67与71是后面的两个素数.然而，实际结果是表能否结束或者是否会无限地继续.换句 
话说，存在无穷多个素数吗？答案是肯定的.现在给出优美证明，它出现在2000多年前欧 
几里得的《几何原本》中. 

定理 12.1( 无穷多素数定理） 存在无穷多个素数. 

欧几里得证明假设已列出素数（有限）表.要说明如何找不在表中的新素数.因为可 
以将这个新素数加入到表中，再重复这个过程，就表明必有无穷多个索数. 

假设由素数表 P ,, p 2 ，…， A 开始.我们将它们乘起来再加1,给出数 

^ = PlP2^ Pr + 1 - 

如果 >1 本身是素数，则证明已完成，因为/!太大不在最初的表中.但是即使>4不是素数，也 
肯定会被某个素数整除，因为每个数可表示成素数乘积.设9是某个整除4的素数，且设其 


© 原子的这种叙述很简单，但它是20世纪初发展的最初原子理论的相当精确的推述. 

㊁自然地，我甚至不会考虑重复这种平淡无奇的笑话！注意这只是特定语言中的笑话（英语中的 odd 既可表示“奇 
数”又可表示“奇特”）.例如，在法语中它就不成为笑话，因为奇数的单词是 impair, 而奇人或奇亊则用单词 
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为最小的那个 .. 可得9不在最初的表中，所以它是所期望的新素数. 

为什么9不在最初的表中呢？我们知道9整除七所以 
9整除九朽… + 丄 

如果 •<? 等于 Pi 中的一.个，则它必整除1，而这是不可能的.这意味着9是新素数，可添加到 [79] 
表中.重复这个过程可创建素数表，它与我们所要的一样长.这表明必有无穷多个素数 .口 
欧几里得的证明很巧妙也很漂亮.我们使用它们创建素数表来说明欧几里得证明的思 
想.我们由单个素数 t 2| 构成的表开始.按照欧几里得的思路计算 >4 =2 + 1=3’. 这个>1已经 
是素数，所以将它加人表中.于是得到两个素数12, 3【.再次使用欧儿里得方法计算/!= 

2 -3+1 =7, >1是素数，将它加人表中.这给出三个素数12, 3, 71. 重复这个过程给出4 = 

2 -3 *7+1 =43是另一个素数！于是表中有四个素数丨2, 3, 7, 43丨.再次进行计算4 = 

2-3 - 7 -43 +1 =1807. 这次不是素数，它可分解成4 =13.130, 将13加人到表中得 
12,3,7,42, 131. 再一次，我们计算4=2 .3 .7 .43 . 13 +1 =23479. 这个4可分解成 
53 • 443. 这给出表|2, 3, 7, 43, 13, 53 | ,我们在此停止.但是，原则上可继续此过程 
以得到任何指定长度的素数表. 

我们现在知道素数表无终止地继续下去，也观察到2是仅有的偶素数.每个奇数模4余 
1或模4余3,所以我们会问哪些素数模4余1,哪些素数模4余 3. 这将（奇）素数分成两 
类，正像周期表将元素分成有相同性质的类 一样. 在下表中加框的素数模4余 1. 

3，@,7，11,回，0，19,23，@，31屈，回，43,47,函， 

59凤67,71,网，79,83, 亂网 ，网 ，…. 

尽管每一类确实有大量的素数，但似乎没有任何明显模式.下面是更长的列表： 


p «■ 1 ( mod 4) 

5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 6 

181, 193, 197, … 

1, 73, 89, 97, 101, Ii 

09, 113, 137, 1- 

49, 157, 173 ， 

p = 3(mod 4) 

3, 7, 11, 19, 23, 31 ， 43 ， A 

151, 163, 167, 179, … 

17, 59, 67, 71, 79, 8 

3, 103, 107, l ： 

17, 131, 139, 


这个表中的每一行能最终停止吗？或者，每一类有无穷多个素数吗？结果是每一行无限 
地继续.我们使用变化的欧几里得证明说明存在无穷多个模4余3的素数.在第24章将使 
用稍不同的方法处理模4余1的情况. _ 

定理 12.2( 模4余3的素数定理）存在无穷多个模4余3的素数 • 

证明假设已得到素数（有限)表，它们都是模4余3的.我们的目的是通过求新的模4 
余3的素数制作更长的表.重复这个过程就给出任何所要长度的素数表，由此证明存在无穷 
多个模4余3的素数. 

假设模4余3的索数的初始表是 

3 .Pi 


考虑数 


A = 4 p , pj — p r +3., 
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第 J 2 章 


(注意乘积中不包括素数 3.) 我们知道可将丄分解成素数乘积，臂如说 
^ ■•- q .- 

我们断言素数9,， ，…， 9,中至少有一个必是模4余 3. 这是证明中的关键步骤.为什么 
成立呢？如果不成立，则<?,, I ， …， 9,都是模 4 余1，此时其乘积/!模 4 余 1. 但是由定义 
知4显然模4余 3. 从而， 91 ，9” …，9, •中至少有一个必定模4余3, BP 9 f =3( mod 4). 

第二个断言是不在最初的表中.为什么不在呢？我们知道9.整除1而由4的定义 
这是显然的，3, 9,中揆有一个整除 I 因此 9 i 不在我们最初的表中，所以将 

其加入到表中并重复此 过程. 照此方式可制作所要长度的索数表，这表明必有无穷多个槔 4 
余3的 素数. • 口 

可使用模4余3的素数定理的证明思想创建模4余3的素 数表. 我们需要由包含至少一 
个这种素数的表开始，切记不允许3在 表中. 我们由单个素数|7!构成的表开始.计算4 = 
4-7+3=31. 这个4本身是索数，因此它是 3( mpd 4) 的新素数，将其加人到表中.于是表 
是|7, 31 1 ,因此计算=4 • 7 ■ 31 + 3=871. 这个4不是素数，它可分解成4 = 13 . 67. 
定理的证明吿诉我们至少有一个素因数模4余 3. 此时素数67模4余3,因此将其加人到表 
|~811 中.下面取 17, 31., 67|,计算4 =4. 7 .31 . 67 +3 =58.159 并将它分解成4 =19 . 3061. 这时 
第一个因数19模 4 余3,因此表变成 I 7 , 31, 67, 19!. 再次重复这个过程.因此 
A = 4 • 7 • 31 • 67 ■ 1.9 + 3 = 1 104 967 = 179 • 6173, 

由此给出素数179,将其加入到表中得!7, 31, 67, 19, 179}. 

对模4余1的素数为什么不用相同思想进行呢？这_不是无聊的问题，理解论据限制与 
理解为什么论据有效几乎同样重要.所以，'假设创建模4余1的素数表.如果由 | p ,， 
Pl , 开始，可计算4=4 /) , ?2 —/>, + 1并分解它，设法求出是槙 4 余》的新素数的素因 

数 •. 如果由15丨开始会怎样呢？计算4=4 • 5 + 1 =21 =3 . T , 因与7都不是模4余1的 
数，所以会让我们停止.问题是乘两个模4余3的数，如3与7,以模4余1的数（比如4 = 
21) 结束. 一般地，我们不能使用 4 = l ( mod 4) 的事实推出4的素因数模4余1，这就是为 
什么这种证明对模4余丨的素数不适合. 

没有特别理由仅考虑模4的同余式.例如，每个数同余于0, 1, 2, 3, 4( mod 5), 除5 
本身外每个素数与1，2, 3, 4之一模5同余.（为什么？）我们可根据模5的同余类，将索数 
集合分成4类.下面是每一类前几个素数 的表： 


p b 1 ( mod S) 


p-2(mod5) 



p = 3(mod 5) 


s 4 ( mod 5 ) 

19, 29, 59, 79, 89 ， 109 ， 139, 149, 179, 199, 229, 239 


每一类似乎有许多素数，所以，我们可猜测每一类包含无穷多个素数 • 

一般地，如果固定模 m 与数 a ， 我们希望何时有无穷多个素数同余于 《( mod m ) 呢？有 
一种情况不可能发生，那就是 a 与 m 有公因数.例如，假设 p 是素数且 p =35( mod 77).& 
意味着 p =35 +77 y =7(5 + ll y ), 所以仅有的可能性是=7,甚至也不可行.一般地， 






如果 P 是满足 P = a(mod m ) 的素数，则 gcd ( a , m ) 整除 p . 因而或者 g C d ( a , m )= l 或者 
gcd ( a , m ) = p , 这意味着对 p 至多有一种可能性.因此，如果假设 gcd (« i , m ) =1,实际 J ； 
令人感兴趣的只是求关于同余于的素数.狄利克雷在1837年证明的一条著名定理 
说明，在这个假设下总存在无穷多个素数模 m 余 0 . 

定理 12.3( 算术级数的素数狄利克雷定理} 9 设<»与 m 是整数， gcd ( a , m ) =1. 则存 
在无穷多个素数模 m 余 a , 即存在无穷多个素数 p 满足 
p = a (mod m ). 

在本章前面我们证明了 （<*， 《)=(3, 4〉 的狄利克雷定理，习题 12.2 要求读者证明 （ a , 
m ) ={5, 6) 的狄利克雷定理.在第 24 章我们证明 （ a , m )=( l , 4) 的狄利克雷定理.不幸的 
是，所有 ( a ，》 n ) 的狄利克雷定理的证明都相当复杂，因而不在本书中给出.证明使用了微 
积分中的高级方法，事实上，使用了复数微积分的方法！ 

习题 

12.1 从单个素数5构成的列表开始，使用欧几里得证明的有无穷多个素数的思想，创建一个素数表直到 
考虑的数太大不易分解为止.（读者应该能够分解小于1000的任何数 .） 

12 2 ( a ) 证明存在无穷多个模6余5的素数.（提示 ：使用 4=6 PlP 2 .” p r + 5.) 

( b ) 试用同样的思想（用 A =5 P , p 2 〜 h +4> 证明存在无穷多个模5余4的 素数. 为什么会出错呢？特 
别地，如果由|19|开始，试制作更长的表，会发生什么情况呢？ 

12 3设/>是奇素数，将 

,111 1 

1+ T + T + T + , ** + rrr 

写成最简分数 A / B p . 

( a > 求 A ,( mod P ) 的值，证明你的答案是正确的. 

( b ) 给出、 （ mod 值的猜想. 

( c ) 证明 （ b > 中的猜想.（这是相当难的 •> 

12.4 设 m 是正整数， n ,, 七 ，…， 心⑷是丨与 m 之间且与 m 互素的整数，记 

111 1 

—+ ― + + …+ — ^― 

«1 «2 «♦(„) 

的最简分 数为夂 /Bf 

( a ) 求夂 （mod m ) 的值，证明你的答案是正确的. 

( b ) 给出七 （mod m 2 ) 值的 猜想. 

( c ) 证明 （ b ) 中的 猜想. （这是相当难的 •） 

12.5 回顾一下数 n 的阶乘；》!,它等于乘积 

»! = 1 • 2 • 3… ( » - 1 ) • n . 

( a ) 求整除每个数1!, 2!, 3!，…，10!的2的最高次幂. 

( b ) 用公式表示整除的2的最高次幂的计算法则.用该法则计算整除100!与1000!的2的最高 
次幂. 


0箅术级数是有公差的数列（即等差数列）.例如，2, 7, 12, 17, 22, …是 公差为5的算术级数.模 m 余 a 的 
数构成公差为 m 的算术级数，这就解释了狄利克宙定理的名称. 



( C ) 证明 （ b ) 中的法则是正确的. 

( d ) 重复 （ a )、（ b ) 与 （ c )， 求整除 M 的 3 的最高次蒂. 

(e) 试用公式表示整除 n! 的素数 p 的最高次幂的一般法则.用该法则求整除 1000! 的 7 的最高次幂 
和整除 5000! 的 11 的最高次幂. 

(0 用 （ e ) 的法则或其他方法，证明如果 P 是素数 ，，整 除 n !, 则(这个不等式在高 
等数论的许多领域都很重要 .） 

12.6 ( a ) 求满足 p »1338( nu)d 1115) 的素数 P . 存在无穷多个这样的素数吗？ 

( b ) 求满足 P = 1438 (mod 1115〉的素数 p . 存在无穷多个这样的素数吗？ 


第 13 章素数计数 


有多少个素数呢？我们已知存在无穷多个素数.当然，也存在无穷多个合数.哪个更 
多，是素数还是合数呢？尽管这两种数都有无穷多个，我们仍可使用计数函数比较它们. 

首先，我们从能说明基本馬想的比 较容易 的问题 着手. 直觉告诉我们近一半数是偶数 • 
通过观察偶数计数函数 


£(*) =#1 偶数 ；il 1 

可将这种直觉建立在坚实的基础之上.上述 £(*) 表示不超过*的正偶数个数.例如， 
£(3)=1，£(4)=2， £(5) = 2,…， £(100) .= 50， £(101) = 50,-. 
为研究整数中偶数占有的比例，我们考察比率 £(*)/*: 


g (3) = 丄，£(4) 


g (5) _ 2 £(100) 1 g (101) 50 

—5 " !"，•••， 100 = T * 101 = loT ' 


比率 £(*)/* 总是等于1/2肯定不成立，但是当*很大时， £(*)/* 接近于1/2是成立的. 
果了解一点微积分知识，你会意识到我们在设法说明 




如 


这个陈述恰说明 * 越来越大时 £(*)/* 与1/2间的距离越来越接近于 0. 

下面，我们对素数做相同的 事情. 素数计数函数被 称为； r (*>, 其中 n ■是 “ prime ” 的缩 
写.（希腊宇母 it 的这种用法与数 3. 141 59…没有联系. ） 因此， 
ir ( x ) = #{ 素数 p 丨 p « *[. 

例如霄（10)=4,这是因为小于10的素数是2, 3, 5, 7. 类似地，小于60的素数是 
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 

所以， ir (60) =17. 下表给出了 tt (*) 与比率的值 • 



似乎 * 越来越大时 ir (*)/* 越来 越小. 假设这.种模式继续下去，我们会说“大多数整数不是 
素 数”. 这就进一步提出 ir (*)/* 以怎样的速度减小的问题.下述著名结果给出答案，它是 
19世纪数论取得的最高成就之一. 

定理 13.1( 素数定理） 当 * 很大时，小.于 * 的素数个数近似等于换句话说， 


© 这个数学表达式读作“当 * 趋于®时， £(*)/* 的极限等于 1/2. •* 
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第 3 章 


In (*)( 称为 * 的自然对数）是以 e =2.718 281 8". e 为底*的 对数. 下面是比较 77(*) 与 
I 86 I */ In (*) 值的表： 



'mam 






















HKHH 

■■m 



mSSSSm 


大约在 1800 年通过检査类似的但比较短的表，高斯与勒让德独立地提出素数定理成立 
的猜想.几乎过去一个世纪还没有人加以 证明. 1896 年阿达马 （Jacques Hadamard ) 与 Ch.de 
la vall 6 e Poussin 各自努力去证明素数定理.正如狄利克雷定理的证明要用复分析方法（即复 
变函数论）一样，在 1948 年埃德斯 （Paul Erdos ) 与塞尔伯格 （Arte Selbetg ) 发现了素数定理的 
“初等” 证明. 他们的证明是初等的仅指不需要复分析方法，并不意味着容易，因此不可能 
在此提及细节. 

使人有点惊讶的是证明有关整数的定理，如狄利克雷定理与素数定理，数学家不得不使 
用微积分作为 工具. 被称为解析数论的数学分支专用微积分方法证明数论定理. 

有许多著名的涉及素数的未解问题，我们在此叙述三个这样的问题及其简史来结束 
本章. 

猜想 13.2( 哥德巴赫猜想） 每个偶数 nS4 可表成两个素数之和. 

哥德巴赫在1742年7月7日给欧拉的一封信中提出 k 个猜想.不难验证哥德巴赫猜想 
对前几个偶数成立.例如， 

4 =2+2, 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7, 12=5+7， 

14=3+11, 16=3+13，18=5+13，20=7+13，"' 

这就对直到20的偶数验证了哥德巴赫 猜想. 使用计算机人们已对 10 1 * 以下的偶数验证了哥 
德巴赫猜想.数学家*至能够证明与哥德巴赫猜想相似的结论.这是支持哥德巴赫猜想的有 
力证据. 1937 年，维诺格拉朵夫 （ I . M . Vinogradov) 证明了每个充分大的奇数 n 可表成三个素 
[87] 数之和.1966年，陈彔润证明了每个充分大的偶数可表成 P + a 的形式，其中 p 是素数 ， a 
是素数或两个素数的乘积. 

猜想 13.3( 孪生素数猜想） 存在无穷多个素数 P 使得 P+ 2 也是素数. 

素数很不规则，相邻两个素数常常会有很大的间隙.例如，素数370261之后紧接着 
111个合数.换句诰说，似乎使素数/>紧随另一个素数/>+2的有相当一些例子.（当然 
P + t 不是素数，因为它是偶数 .） 这些数对被称为孪生素数，孪生素数猜想说明孪生素数表 
没有结束.前几个孪生素数是 

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71,73), 


© 如果你不熟悉自然对败，可认为 ln (*) 近似等于 2.302 59 kg (*>, 其中 l » g (*) 是以 10 为底的常用对数.自然对 
数在数学与科学中是非常重要的，大多败科学计算器都有特殊按钮计箅它.自然对数"自然”出现在包括因索增 
长的问題中，如人口增长、利息支付、放射性材料衰减.这种广泛应用的函数也出现在计数索数的纯数学问题 
之中，这是一个奇妙的事实. 
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(101,103) (107,109), (137,139), (149,151), (179,181) , (191,193) , 

(197,199) , (227,229) , (239,241), (269,271), (281,283), (311,313). 

如哥德巴赫猜想那样，人们使用计算机査找大的孪生素数，例如，其中包括由 
242 206 083 - 2 38 * 80 - 1 与 242 206 083 - 2 3SMO + 1 
组成的巨大数对.作为使猜想成立的进一步的事实，陈景润于1966年证明存在无穷多个素 
数 P 使得 P +2 是素数或两个素数的乘积. 

猜想 13.4(^+1 猜想）存在无穷多个形如妒+1的素数 • 

如果 W 是奇数，则舻+1是偶数，所以它不可能是素数（除非 AT = 1>. 然而，如果/ V 是 
偶数，则況 2 +1似乎经常是素数.妒+1猜想说明这种情况无穷次发生.前几个这种形式的 
素数最 

2 2 + I = 5, 4 2 + 1 = 17, 6 2 + 1 = 37, 10 2 + 1 = 101, 14 2 + 1 = 197, 

16 2 + 1 = 257 , 20 2 + 1 = 401, 24 2 + 1 = 577 , 26 2 + 1 = 677 , 36 2 + 1 = 1297, 

40 2 + 1 = 1601. 

目前已知的最好结果由 Hendrik Iwaniec 于 197*8 年 证明. 他证明存在无穷多个况使得 
妒+1■是素数或两个素数的乘积. 

尽管没有人知道是否存在无穷多个孪生素数或形如妒+ 1的素数，但是，数学家猜测它 
们的计数函数很相像.设 

T ( x ) =#|使得？_ + 2也是素数的素数;>=«*|, 

5(*) 使得 P 的形式为妒+1的素数 

则猜测 


T(x) 


c 与 


一 4x/\nx 


• x/( lnjc ) 2 

g 确切叙述数 C 与 （T 有点复杂. 例如，（:近似等于 0.660 16. 


C\ 


习题 


13.1 (a) 解释为什么陈述“五分之一的整数是模 5 余 2” 可用计数函数 

F(x) = #| 正整数 rt < * : n s 2(mod 5) | 

表示. 

( b ) 解释为什么陈述“大多数整数不是平方数”可用计数函数 

S(x) = #1小于*的平方数 f 

表示. 求*的简单函数，使得当 x 很大时它近似等于 SU ). 

13.2 (a) 验证 70 与 100 间的每个偶数可表成两个素数之和 • 

( b ) 有多少种不同方法可将 70 表成两个索数之和 70=p+ g (p<9) 呢？对于 90 的相同问题呢？对于 
98 的相同问 题呢？ 

13.3 数 /i! (n 的阶乘）是 1 到 n 的所有整数的乘积.例如 ， 4! =1 .2.3.4=24 与 7! =1 -2 -3 -4 *5 • 
6 - 7 = 5040. 如果 n 衾 2, 证明所有整数 

n\ +2, »! + 3, »! +4,— 9 n\ + (» - !),/»! + n 


[ 88 ] 


都是合数. 
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13.4 ( a) 你认为存在无穷多.个形_如妒+ 2 的素数吗？ 

( b ) 你认为存在无穷多个形如妒 -2 的索数吗？ 

< c > 你认为存在无穷多个形如 JV 2 +3 JV + 2 .的索数吗？ 
f 89 l ( d > 你认为存在无穷多个形如妒+2；¥ + 2的素数吗？ 

13.5 岽数定理说明小于 * 的素数个数近似等于 */ ln (*>. 这道习題要求解释为什么某些陈述似乎可能.不 
必写下正规的数学证明，而是用语言加以解释，尽可能令人信服为什么素数定理使得下述每个陈述 
合情合理. 

< a ) 如果随机地取一个丨与*之间的整数，则取到素数的概率大约是 

( b ) 如果随机地取丨与 * 之间的两个整数.则取到两个数都是索数的概率大约是 l /< ln ») 2 . 

( c > l 与*之间的孪生素数的个数近似等于 */( h «) 2 . (_ 注意，这解释了关于孪生索数计数函数 r <*) 
所猜测的极限公式 .） 

13.6 (这道习题适用于具备微积分知识的读者 .） 素数定理说明当*很大时，素数计数函数 ir(*) 近似等于 
*/ ln *. 说明 ir (*) 更接近于定积分 jfd</ln(0 的原因. 

<») 证明 

这意味着当*很大时， fdi / ln («) 与*/ 11 «近似相等.（提 示： 使用洛必达法则和微积分第二基本 
定理 .） 

( b ) 证明 

/ l ^ = >^(0) + 1»( ( ) + 轉 + 轉 + 轉 + .' 

使用这个级数计算在* = 10,100, 1000,10*, 10*,10 9 时的 数值. 比较所得到的 《■(*) 的值 

与第13章的表给出的 的值. 哪一个更接近 sr (*), 是积分 J ^ d */ ln (<) 还是函数*/10(*)呢？ 
(解答该问囲可以使用便携式计算器，但你也许更喜欢使用计算机或可编程计算器 .） 
rwi (<0 对 （ b ) 中的级数求微分，证明导数实际上等于 l / ln (0. (提 示： 使用 〆 的级数 .） 




第 14 章梅森素数 

本章我们研究形如 /-1 U &2) 的素数.例如，31就是这样的素数，因为 31=2 S -1 .第一 
步观察某些数据. ： - 


*-1=3 

2 3 

-1 =7 

1* 

-1=3 * 5 

2 5 

-1 =31 

2 -1*2 3 

3 3 

-1 =2 • 13 

3 4 

-1 *=2 4 • 5 

3 5 

-1=2- U 2 

2 - 1 • 5 

4 5 

-I -3 1 -7 

4 4 

-1 -3 - 5 • 17 

4 5 

-1=3 -11-31 

2 -1 =2 3 *3 

5 3 

-1 =,2 2 • 31 

» 5 4 

-i =2 4 *3 - !3 

5 5 

-1 =2 2 • 11 • 71 

2 -1 =5 -7 

6 3 

-1 «5 • 43 

6 4 

-1:5*7 -,37 

6 s 

-1 =5 2 -311 

2 -1 =2 4 -3 

V 

- 1 =2 • 3* • 19 

7 4 

-1 =2 5 *3 *5 2 

7 s 

=2 小 2801 

2 - 1 = 3 2 • 7 

8 3 

-1 =7 -73 

8 4 

-1 =3 2 -5 -7 * 13 

8* 

-1 =7 *31 • 151 


容易观察到 a 是奇数时/- I 是偶数，从而不可能是素数.由表格可以 看出 〆 -1 总是被 
a -1 整除.这的确成立.使用几何级数求和公式 

‘ 1 = (* - 1 ) + *"* 2 + - + * 2 + * + 1 .) 

可证明这是正确的. 

要验证这个几何级数公式，我们展开右边的乘积.即 
(* - 1 ) (*-' + + +* J + * +1) 

=* • (»’_‘+ **" 2 + ■•• + * 2 + *= + 1 ) - 1 ■ (*"' + x " 1 + …+ * 2 + * + 1 ) 

= … +x 3 +X 1 +x) - (x"-' + **-* + …+ •+ *. + I) 

= *• - 1 , 

所有其他项被消去. 

使用 * = <» 的几何级数公式可得 〆 总是被 a - l 整除.所以 < T -1 是合数，除非 
0-1=1, 即除非 a =2. 

然而，即使 a =2, 数2’ -1 也常常是合数.我们再观察一些数据： 


n 23456789 10 

2* -1 ~ 3 _ 7 3 . 5 31 一 3 2 - 7~ 127 ~ 3-5-17 7 - 73 ~ 3 • )1 ■ 


这个短表蕴涵下述 事实： 

当"是偶数时，2"-1被3=2 2 -1整除. 

当 n 被3整除时，2"-1被7=2 3 -1整除. 

当》被5整除时，2»-1被31=2 5 -1整除 • 

所以我们猜测如果《被/»整除，则2»-1被2"-1整除. 

如果已进行这种观察，则容易证明这是成立的.所以，假设 n 分解成则2’ = 
2"*=(2") 1 .使用 *= 2" 的几何级数公式得 

2* - 1 = (2" 广 - 1 = (2" - 1)((2")*-’ + (2")*- J + -r +(2 W ) 2 + (2") + 1). 











固 


这证明了如果 n 是合数，则 F -1 是合数.我们已证明下述事实 • 

命题14 .丨如果对整数 a 彡 2 与 丨 是素数，则必等于 2 且 n —定是素数. 
这表明如果对形如 a " - 1的素数感兴趣的话，我们就仅需考虑 a =2与 n 是素数的情形. 
形如 - 1的素数叫 做梅森素教. 前几个梅森素数是 

2 2 - 1 = 3, 2 3 - 1 = 7, 2 5 - 1 = 31, 2 7 - 1 = 127，2 13 - 1 = 8191. 

当然，并非每个形如 2 f - l 的数都是素数.例如. 

2" - 1 = 2047 = 23 . 89， 2® - 1 = 536 870 911 = 233 . 1103 • 2089. 

梅森素数以神父梅森 （Marin Merseime ， 1 588 _〗 648 )命名，他在 I 644 年断言 
p = 2,3，5,7,13,17,19,31,67,127,257 

时 2 f - l 是素数，且这些是使得2〃-1为素数的仅有的小于258的素数.不知道梅森是如何 
发现这些■'拿实”的,尤其是从最后看出他的列表不正确起.悚得 Y -1 是素数的小于10000 
的素数/>的完全表为 e ' 

p =2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127 ,52.1 ,607,1279,2203,2281, 

3217,4253,4423,9689 ,9941. 

计算机的发展使得査验数百位数的素性成为可能.的确，直到18 7 6年卢卡斯 （ E . Lucas ) 
才证明了 -1 是素数，卢卡斯数保持最大已知素数的记录一直到20世纪50年代才被打 
破.表 14. 1列出了近几十年使用计箏机发现的梅森 素数以 及其发现者的姓名 • 


表 14. 1已知 2 P -1 是索数的素数 / J 3500 










表 l 4 . 1 中最后的梅森素数 e 是使用 Woltman 的“大型 H 特网梅 森素数捜索” （ GIMPS ) 的 
部分专用软件发现的.读者也可以从 GIMPS 网址； 

www. mersenne. org/prime, htm 

下载软件加人到寻求打破素数世界记录 ® 的搜索中来.关宁梅森素数的历史与话题可参看 
www. utm. edu/re8earch/primes/mtersenne. shtml 
当然，尽管査看世界上已知的最大素数表比较有意思，但发现更多的梅森素数没有太大 
的数学意义，数学上更令人感兴趣的是下述问题. 

问题 14.2 存在无 穷多个 梅森素数吗？ ’ 

习题 


14.1 如果对某个整数< 2 &2与》«3 ! 1, «- + 1是素数，证明 n — 定是 '2 •尚蒂次. 

14.2 设/\=2 24 + 1.例如弋=5, =17, f , =257与& =65 537. 费马认为所有&可能是素数.但是， 

欧拉于_1.732年证明可分解成641 • 6700417, 1880年 Landry 证明是合数.形如/的素数被称 
为费马 素数. 证明如果则 数&与 没有公因数，即证明 gcd ( f ,, F m ) =1. (提 示： 如果 
k > m , 证明 f •整除 F ,-2.) 

14.3 数 3-- 1.不是索数 t 如果这是因为它扪总是偶数.然.而 ，有时 出现 （3 "-J )/2 是素.数的情 
况. 例如，<3 3 - 1)/2 = 13是素数. 

< a )_ 求形如 (3 T - U /2 的另一个素数 • 

( b ) 如果》是偶数，证明（3_ -1)/2 总被4整除，从而不可能是素数. 

( c ') 用类似方法 证明： 如果"是5的锫数，则'(3_ -1)/2 不是素数. 

(<0你认为存在无穷多个形如 （3* -1)/2 的素数吗？ 


@到 M08 年 5 月，巳发现 44 +«森索数.表 W .丨中最后一个是第 41 个. M. Nowak •乎 2005 年发现嬙 42 个梅森 
索数 2M9MWI -1. C. Cooper 与 S. Boom 于 M05 年 12 月 IS 日和 M06 年 9 月 4 日分别发现笫《个梅森索数 
2 S0WW, -1 与第 44 个梅森.素数 2 如 K * s, -1. ——译者注 

e AndyWariiol 认为将来人人可能15分钟就出名.这种出名的途径是_寻找已知的》大（梅森）索数，为了越大越好 
的素数，寻找会不断逯续下去. . 



第 15 章梅森素数与完全数 


古希腊人注意到数6有惊人的性质.如果取6的真因数，即除6本身外的因数，将它们 
加起来就回到数 6. 因此，6的真因数是1, 2, 3,相加这些因数就得到 
1 + 2 + 3. = 6. 

呈现这种特性的数很稀少，观察一些例子就可 看到： 


n 的真因数之和 



+2,+3+4+6 = 16 
+3+5=9 



和正好相等（完全数！） 

和太小 

和太大 

和太小 

和太大 

和正好相等（完全数！） 
和太小_ 


希腊人称这些特殊数为完全数， 即完全数是 等于其 真因数之和的数.到目前为止，我们已发 
现两个完全数6与 28. 还有其他的吗？ 

希腊人知道求某些完全数的方法，非常有趣的是他们的方法与我们俞一章研究的梅森素 
数密切 相关. 下述论断是欧几里得《几何原本》第9卷的命题 36. 

定理 is . i (欧几里得完全数 公式） 如果 y-i 是素数,则是完全数. 

前两个梅森素数是3=2 2 -1与7=2 3 -1.将欧几里得完全数公式应用到这两个梅森素 
数就得到已知的两个完全数 

2 1 -'(2 2 -1)=6 与 2"-'(2 3 - 1) =28. 

下一个梅森素数是2 5 -1=31,欧几里得公式给出新的完全数 
2 5 -'.(2 5 - 1) = 496. 

要验证496是完全数，我们将它的真因数相加.分解496=2^31得到496的真因数是 
1 ,2 ,2 2 ,2 5 ,2* 与 31,2 - 31,2 2 - 31,2* - 31. 

我们可把这些数相加，但为了说明一般方法，分两步求和.首先 
1 + 2 + 2 2 + 2 3 + 2 4 = 31. 

其次， _ 

31 + 2 -31 + 2 1 -31 + 2 s -31 = 31(1 + 2 + 2 J + 2 J ) = 31 . 15. 

现在相加这两个数得31 +31 . 15 =31 • 16 =496,所以496确实是完全数. 

使用相同的思路可容易地验证欧几里得完全数公式在一般情况下成立.设 9=2〃- 1,我 
们需要验证是完全数. 的真因数是 

1 ,2,4,— ,2’ -1 与 g ， 29 , 4qi , … ,2 r ' 2 q . 

使用前一章的几何级数公式将这些数 相加. 几何级数公式（稍作重排）说明 
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, 2 ，: -I X° — I 

.. * r 1 

令;* =2与 n = p 得 



可用 * =2与 n =/> - 1的公式计算 

q + 2q ■¥ 2 1 q .+ ••- + = 孕 （ 1 + 2 + 2 2 + … + 2 ,?1 ) = ^ - = 9 ( 2 , " 1 - 1). 

如果将 2 f __ 9 的所有真因数相加，可得 

1 + 2 + 2 2 + - + V' +q+2q+ fq + - + V^q = q + ?(2^' -1) = 2 r -'q. 

这就证明了 2〃、是完全数. ’ 

我们可用欧几里得聋全数公式得到更多的完全数.事实上，求得一个梅森素数就得到一个 
完 全数. 以这种方法所得的前几个灵全数列在 下表. 正瑯我们看.到的，这些数增加得相当快. 










1 6 i 

28 

496 

8128 

| 33 550 336 | 

8 589 869 056 


我们也可以列出大得惊人的完全数.例如 

2” 《 83»(2Ms*3»._i) 与 2 ,5,432 (2 859433 - 1 ) 

是完全数.后者趄过50万位！ 1 

在这一点上，自然要问的问题是欧几里得完全数公式是否表示了所有完 全数. 换句话 
说，每个完全数是形式 （2 f 是素数）吗？或者，存在其他完全数吗？在欧几 
里得去世近 2 000年后，欧拉证明欧几里得公式至少给出所有偶完全数 • 

定理 15.2( 欧拉完全数 定理） 如果 n . 是偶完全数则/>是 
n = 2 , -'{2 , - 1) 

形式，其中 2^-1 是梅森素数. 

在本章末尾将证明欧拉定理，在此首先讨论证明所需要的函数 ： 这个函数用希腊字母 
表示，即 

0-( ft ) = n 的所有因数‘之和（包括1与 n ). [97] 

下面是一些例子： 

0-(6) =1+2+3+6=12 
<r(8) =1+2+4+8=15 
0-(18) =1+2+3+6+9 + 18 = 39. 

我们也可以给出一般 公式. 例如，如果/>是素数，则其因数仅是1与 P , 因此=/>+1. 

更一般地，素数幂/的因数是1, P ， / , …， P *， 所以 

t*i _ | 

tr(p*) = 1 + p + jp 2 + …+ p* = - —. 

P - 1 

为进一步研究函数，我们制作其值的 短表. 
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<7(1) =1 

< r (2) =3 

a (3) =4 

。(4) =7 

cr (5) =6 

0-(6) =12 

< r (7) =8 

< r (8) =15 

cr (9) =13 

c (10) =18 

cr ( ll ) =12 

cr (12) =28 

cr (13) =14 

<7*( 14) =24 

0-(15) =24 

<7(16) =31 

( r (17) =18 

0-(18) =39 

47(19) =20 

o -(20) =42 

0*(21) =32 

cr (22) =36 

cr (23) =24 

< r (24) =60 

a -(25) =31 

cr (26) =42 

o -(27) =40 

0-(28) =56 

cr (29) =30 

cr (30) =72 

cr (31) =3.2 

o -(32). =63 

(7(33).= 48 

0-(34) =54 

cr (35) =48 

0*(36) =91 

cr (37) =38 

cr (38) =60 

cr (39) =56 

o -(40) =90 

0*(41) =42 

^(42) =96 

< r (43) =44 

cr (*44) =84 

o -(45) =78 

cr (46) =72 

(7(47) =48 

0-(48) =124 

< r (49) =57 

cr (50) =93 

< r (51) =72 

a (52) =98 

cr (53) =54 

o *(54) =120 

o -(55) =72 

(7(56) =120 

< r (57) =80 

o -(58) =90 

0*(59) =60 

& (60) =168 

cr (61) =62 

cr ( 62) =96 

0-(63) =104 

o -(64) =127 

<7(65) =84 


本表的测试展现出 〆 “）常常等于乘积 VhVb ), 经过进一步分析后，我们注意到当 m 
与 n 互素财 .，这似乎 成立. 因此 o ■函数服从第 . L 1. 章研究的小函数的同样的乘法公武'.我 ' 
们一起叙述这个法则与 < r ( p *) 的公式. 

定理 lS. 3 (o •函数公式） （ a ) 如果>是素数， Jtpl , 则 

o-(p*) = 1 + p + p 1 + …+ p* = ^-^>1 . 

P - 1 

(6) 如果呂 0«1( 肌， /i)=l , 则 

198 I 一 J <r(mn) = (r^m)o-(n). 

正如函数一样，我们可使用 cr ® 数公式容易地计算大数值《的 cr (/ i ) 值. 例茹 

<7(16 072) = o-(2 3 - 7 2 - 41) = cr(2 ’） • a(7 2 ) - 0*(41) 

=(1 + 2 + 2 2 + 2 3 )(1 + 7.+ 7 2 )(l +41) = 15 • 57 • 42 = 35910 

与 

ff(800 000)'= cr(2* -5 s ) = 

= 511 .. 15 f 24 = 1 995 966. 

4 

此时，你可能期望我说明如何证明 cr 函数的乘积公式.但是我不会！现在你已在数论 
中取得足够进步，是你像数学家 e 那样开始的时 候了. 所以,我要求你对互素的整数 m 与 
». 证明公式 cr ( m ») 如睪.你最初没有成功，别泄气，也别放弃.我给你的建 

议是， 当你设法给出一般证明之前，尝试发 琛公式 成立的原因.例如，首先观 察是两 个素数 
乘积的数，比如 2 1 =3 .7 与 65 =5 • 13,列出它们的 因数. 这能使你证明当 p 与 9 是不同索 
数时， < r ( pq ) =< T ( p ) tr ( q ). 然后尝试有两个或三个因数的 m 与 n , 设法观察巩与；！的因数 


© —旦你决定接受，你的任务躭是证明 <r 函数的乘法公式.如果你停止努力的话，我们将不得不否认你的实际能 
力.祝你好运！ 
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怎样搭配以得到 mn 的因数.如果你能够准确叙述这些，则应该能证明 < r ( mn ) = 
a { m ) a { n ) , 切记需要使用 m 与 n 互素的事实. 

■函数与完全数如何联系呢？如果 n •的因数（除 n 自身外〉之和等于《，则数 n 是完全 
数.函数 tr ( n ) 是 n 的因数（包括4之和，所以有个“额外的”因此，当=2»时 ， n 
恰好是完全数. * . 

' 下面证明偶完全数的欧拉公式，为了方便，我们将定 理童述 于此. _ 

定理 15.4( 欧拉完全数定理丨 如果 n 是偶完全数，则 n 是 • 

n ■= 2 p -'( 2 r - 1) 

形式，其中 P -1 是梅森素数. 

证明 假设 n 是偶完全数.《是偶数说明可将它分解成 
n = 2* m , A Ss 1且扣是奇数. 

下面用 o ■函数公式计算0"(心： 

u ( n ) = <7(2* m .) 因为 n = 2 t m , 

= a ( 2 k ) a ( m ) 棟用 tr 的乘法兮式与事实 gcd (2*, m ) = 1, 

=(2** 1 - l )^( m ) 使用 o -( p *) 的公式. 

但是， 假设； x 是完全数，这指的是 o "( n ) 所以得到 o "( n ) 的两种不同表示，且 

它们必相等： 

2 k *'m = (2“ •- l ) o -( m ). 

显然2* + 1 -1是奇数，且(2 4 ^ - OWm ) 是 2*" 的倍数，所以必整除 <7( m ). 换句 
话说，存在数 C 使得 《7( m ) =2 t + 1 C . 将其代人前面的等式得 

2 M m = (2 “ , - l )<7( m ) =• ( 2 ltf - l )2 J **_ c ， 

从两边消去 2 ltl 得= - l ) c . 概括地说，我们已证明存在整数 c 使得 

m = (2** 1 - l)c 与 o -( m ) = 2**' c . 

接下来通过假设<：>1并推出错误销论来证明 0 = 1.偁设 c > l , 则 m = (2* + l - l ) c 被不 
同的数1, c , m 整除. （注 意： 数 n 是偶数的事实说明 I ,.所以 c 与 m 不同. ） 当然， m 也 
可能被其他数整除，不论何种情况，可求得 i 

tr ( m ) 这 1 + c + m ..= 1 + c + (2* +, - l )c = 1 + 2* +, e . [ TOO ] 

然而，我们还知道 <7( m ) =2〃 l C , 所以 

2 k *'c ^ 1 + 2**' c . 

因此 0>1 是荒谬的.这个矛盾表明 c 必等于1, BP • 

m .* (2* +, - 1) 与 cr ( m ) = 2** 1 = m + 1. 

哪些数 m 具有性质 < r ( m ) =m + l ? 显然， 是其因数仅为1与 m 的数，否则它们的因数 
之和比 较大. 换句话说，当 m 是素数时恰好有 <7( m ) =m + l . 现在我们已经证明了如果/» 

是偶完全数，则 

„ =2*(2**' -1), 2叫-1 是素数. 

由第 14 章得，如果 2^-1 是素数，则 A + 1 本身必是素数， BPfc + 1 = p . 所以每个偶完全 
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数是《=2^(2夂1),其:中2»-1是梅森素数.这就完成了欧拉完全数定理的证明. 口 

欧拉完全数定理给出了所有偶完全数的漂亮叙述，但没有涉及有关奇完全数的任何东西. 

问题 1 S . S (奇完全数难题）存在奇完全数吗？ 

直到今天，虽然一直没有间# f 尝试，•但没有人发现奇完全数：很多数学家已写了许多研 
究论文（在最近50年有50多篇论文）来研究这一问题，且目前人们已知道不存在小于 10 300 
的奇完全数.然而，还没有人能够结论性地证明奇完全数不存在，因此到目前为止，奇完全 


数像是诗中的小矮人： 

昨晚我在楼梯上遇到， 

一个从不在那儿的小矮人 • 

今天再没出现过. 



我但愿他异的消失. 

-无名氏 


如果用小整数做一些试验，可能会 猜测： 对所有奇数/»,都有 < r ( iO <2 n . 如果这个 
_猜测成立，可证.明不，存在奇完 全数. 但这个猜测并不成立.它的第一个反例为》=945 = 
3 3 -5 - 7, 注意 o "(945) =1920. 这个例子告诫我们即使对大量的小数值进行过检验，仍未 
必是真理.基于数值数据提出猜想完全可行，但数学家坚持要求严格的证明，因为这样的数 
据会给人以误导. 

习题 - 

15. 1 如果 m 与 n 是整数且 gcd ( m , n ) =1,证明 cr ( mn ’） = cr ( m ) cr ( yi ). 

15.2 计算下述 o •函数 的值： 

( a ) o -( lO ) ( b ) cr (20) ( c )< r (1728) 4 . 

15.3 ( a ) 证明 3 的幂次不可能是完 全数. , 

( b ) 更一般地，如果 p 是奇素数，证明幂 〆 不可能是完全数. 

( c ) 证明形如 • 5' 的数不可能是完全数. 

( d ) 更一般地，如果 p 是大于3的奇素数，证明幂3?不可能是完全数. 

^ ( e ) 再更一般地，证明如果 P 与 9 是不同奇素数，则形如 pV 的数不可能是完全数. 

15.4 证明形如3” • Si *? 4 的数不可能是完全数. 

15.5 完全数等于它的因数（除它本身外）之和.如果我们关注的是乘积而不是和，则当一个数的所有因数 
(除它本身外）之积等于原来的数时，便称这个数 为积完 全戽.例如， 


TO 因数乘积 

6 

1*2*3 =6 

积完全数 

9 

1-3=3 

积太小 

12 

1 • 2 • 3 • 4 • 6 = 144 

积太大 

J5 • 

1 • 3 • 5 =15 

积完全数 


所以6与15是轵完全數，而9与12不是 • 

(a> 列出 2 与 50 间的所有积完 全数. 

(b> 叙述所有积完 全数. 你的叙述应该是很准确的，使得能够容易解决如 “35710 是积完全数吗？”以 
及“求大于10 000的积完全数”这样的问题. 
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( c ) 证明 （ b ) 中的叙述是正确的. 

SilS .6 ( a ) 编写程序计算 < r ( H ) 是.的所有因数（包括1与 n 本身）之和 • 通过将《分解成素数乘积来 
计算^(»>，而不是直接求/ I 的所有因数再将它们加起来. 

( b ) 如果=2«，则希腊人称/ I 为完全数.如果 i 7( n ) >2 n ， 则称为过刹数.如杲 < r (/ i )<2 n ， 
则称/ I 为不足数.求2与100间有多少个 n 是完全数、过剩数与不足数.显然，完全数很少.你 
.认为哪一种数更为普遍，是过剩数还是不足数？扩展你的表格到〗00 < n 霉200,观察你的猜测是 
否仍成立. 

15.7 如果 m 的真因数之和等于》，而 a 的真因数之和也等于的真因数是不包含/»本身的所有因 数）， 
则希腊人称两个数 m 与/»是亲和数对.第一个寒和数对（仅这一对（我们目前所知道的）是古希腊时 
期发现的）是 （220, 284). 因为 


^ 15. 8 


284 = 1 +2+4+5+10+11 +20 +22 +44 +55 + 110 (220 的因数） 

220 = 1 + 2 + 4 + 71 + 142 (284 的因 数）， 

所以这对是亲和数. 

(心证明 m 与 / i 是亲和数对当且仅当 £ r ( n > 与 cr ( m ) 都等于 m + zi . 

( b ) 验证下述每一对构成亲和数对. 

(220,284), (1 X 84,1210), (2620,2924), (5020,5564), (6232,6368), 

(10 744,10 856), (12 285,14 595). 

( c ) 有一种产生亲和数对的法则，但它不能产生所有亲和数对.该法则由 Abu-Hasaii Thabh ben 
Korrah 于大约19世纪首先发现，后来被其他人再次发现，，其中包括费马与笛卡儿.该法则要求 
观寮三个数 

p = 3 • 2- 1 - i ， 

^ = 2 p + I = 3 • 2 f - 1, 
r = (p + 1)(" 1) - 1 = 9 • 2 24 ' 1 - 1. 

如果 p ， r 都是奇素数，则 m = 与 n =2 V 是亲和数对.证明 ThabU ben Korrah 方法给出亲 
和数对. 

( WThabUbenKorrah 方法在《=2时给出数对（220, 284). 使用这种方法求第二对亲和 數对. 如果能 
容易地用计算机进行因数分解，尝试用 Thabit ben Kornih 方法求其他亲和数对. 

设 

j < n > = <7( n ) - n = »的真因数之和， 

即众 《) 等于除《本身外的所有因数 之和. 如果 〆 n ) = n ， 则 ii 是完 全数. 因此，如果 〆 
与歧则 （ m ， 幻 是亲和数对.更一般地，一列数/ I ,， n , 称为阶）友好教列，如果 
)(#»，）= = n t ,s(n t ) = 

(这种数列的旧名字叫循环图 •） 例如，数列 

14316, 19116，31704, 47 616 , 83 328, 177 792 , 295 488 , 629 072 , 589 786 , 294 896 , 358 336, 
418904 , 366,556 , 274 ^24 , 275 444 , 243 760 , 376 736 , 381028 , 285 778, 152 990, 122410, 

97 946, 48 976, 45 946, 22 976, 22 744, 19 916, 17 716 

是28阶友好数列. 

( a ) 存在包含小于16 000的其他友好数列，它是5阶的.求这5个数. 

( b ) 直到1970年，仅知道的至少3阶的友好数列是5阶的与28阶的.下一个这样的数列是4阶的， 
其中最小数大于1000 00(^ 求这个数列. 

< c > 求9阶友好数列，其中最小数大于 800 000 000. 这是仅知的9阶的例子. 

( d ) 求6阶友好数列，其中最小数大于 90 000 000 000. 有两个巳知的6阶的例子，这是较小的. 



第 16 章幂模 m 与逐次平方法 


如何计算 


5 100000«0000000 (mod ,2 830 603) 

呢？如果1 280603是素数，你会设法使用费马小定理（第9章），即使不是索数，也可以利 
用欧拉公式（第10 章）. 事实上，结果是12 830 603 =3571 . 3593 与 ' 

4»(12 830 603) = 4.(3571 )4»( 3593) = 3570 ..3592 = 12 823 440. 

欧拉公式告诉我们，对任何 . a 与 ， gcd (< i ， m )= l ， 则 
<»♦(") » l(mod m ,). 


所以可利用事实 

100 000 000 000 000 = 7 798 219 - 12 823 440 +6 546 640 
来“简化”我们的 问题： 


^100 000 000 000 000 _ (5 12 *23 440) ”98 219 • 56 546 640 

费5 6546 640 (mod 12 830 603). 

现在“只”需计算5的6546 640次幂，然后用模12 930603进行 简化. 不幸的是，数 5 6MSM ° 
有400多万位数，即使用计算机计算也是很困难的.后面耍对有数百位数的<1, fc 与 m 计算 
o *( modm ), 在这种情况下， W 的位数比已知宇宙的亚原子粒子个数还多！我们需要寻找更 
好的方法. 


你也许会问为什么人们要计算这么大的幂.进行大数计算 9 除了自身的兴趣（如果有的 
话）外，还有很实用的 理由. 正如我们在后面将看到的，可以使用 a *( modm ) 的计算来加密 
和解密信息.足以令_人惊讶的是，产生的密码使得用目前所知最先进的破译密码技术也不能 
破译. 因此，我们使用本章剩余篇幅，讨论如何计算模 m 的高次幂与高次根.然后在第 J8 
章，解释如何使用这种计算创建“不可破”密码. - 

用涞计算 0 *( 1 0«1|«)的一个巧妙想法叫做 逐次平方法. 在叙述一般方法之前，我们 

计算 

7 3l7 (mod 853) 

来说明这种 思想. 第一步创建表格，给出 7, 7% 7 \ 7*. 7 J# , …3 (mod 853) 的值注意 
到要得到表中的每个项，我们仅仅需要平方前面的数.进而，由午在平方前总是模 853 进行 
简化，所以从未使数大于 853\ 下面是 7#( mod 853) 的列表. 


7' = 7 e 7 (mod 853) 

7 2 = (7 1 ) 2 = 7 2 = 49 = 49( mod 853) 

7 4 = (7 2 ) 1 = 49 2 = 2401 = 695 ( mod 853) 
7 ! s (7 4 ) 2 = 695 2 = 483025 s 227 (mod 853) 

@小学四年级的 问驩： 为什么数学家要做大数乘法呢？ 
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. 7 ,<s = (7*) 2 s 227* = 51 529 s 349 (mod 853) 

7 32 s (7 16 ) 2 s 3：49 J = 121 801 = 675(mod 853) 

(7 31 ) 1 s 675 2 s 455 625 s 123(mod 853) 

7_ 2 *= (7 s4 ) 2 * 123 J * 15 129 a 628(mod 853). 

7 J56 s ( 7 m y = 628 5 = 394 384. s 298(mod 853) 

下一步，将指数 327 表成 2 的幂 次和. 这种表示叫做327的二进制展开.小于327的2 
的最大次幂是 2* =256,所以表成327 =256 +71. 则小于71的2的最大次幂是 2 s =64,于是_ 
327 =256+64+7,等等. 

327 = 256 +71 = 256 +64 +7 = 256 +64 +4 +3 = 256 +64 +4 +2 + 1. 

现在使用327的二进制展开式计算 

7 327 = = T 256 • • 7 4 • 7 2 • 7' = 298 - 123 - 695 . 49 . 7(mod 853). 

上一行数取自我们前面计算的7的幂次表. _ 

要完成 7 M7 (mod 853) 的计算，我 1 们只需要乘这5个数298 . 123 . 695 -49-7, 然^角 
模 853 进行简化.如果所有5个数的乘积对我们的尝试太大，则可以乘前两个数，用模853 
简化，再与第三个数相乘，再用模8幻简化，等等.按照这种方式，我们从不需要对任何大 
¥853 2 的数进行 计算. 因此 * 

298 . 123 • 695 • 49 • 7 a 828 ■ 695 • 49 ■ 7 ^ 538 • 49 • 7 = 772 • 7 s 286 (mod 853). 

计算完成！ • , 

7 327 s 286 (mod 853). 

这似乎有大量的计算，但是，假设换成直接计算 7 s17 (mod 853): 首先计算 7 W , 然后除 
以853并取余数.用小型计算机能做此项工作，我们有 ' 

7 327 = 22 236 123 868 955 180 582 ：………… . 32 584 937 995 509 879 543 

*«23 _ 7位数 

= 286 (mod 853),. 

正如你可看到的，这个数相当大.当 fc 有（比如说 ）20 位时，则准确计算V是完全不可行 
的，当 fe 有成百 上千位 （构造安全密码所需要的）时，就更不可能了 • 

另一方面，即使*有成百上千位，也可用逐次平方法来计算 /(nHKimO, 因为对该方法 
的仔细分析表明 S 用大约 log,(fc) 步来计算 i(modm). 我们在此不进行这种分析，但观察 
到 log〆A) 大约是 A 的位数的 3. 322倍，所以如果 A 有（比如说 ）1000 位，则使用大约3322步_ 
来计算 ^(modm). 公认地，手工计算需要许多步，但是即使在小型台式计算机上也是瞬间 
工夫的 事情. 从时间上看，我的高级计算机（为技术需要，1500兆赫奔腾芯片）运用逐次平 
方法计算 

7 10200000 s 787 (mod 853)，用时 0.36 秒， 

7 I0?<OTM9 由- 303(niod 853)， 用时 4. 48秒. . 

下面叙述用逐次平方法计算幂的一般方法. 

算法16.1(逐次平方计算/(111€<(1»»))用下述步骤计算 </(mod m) 的值： 
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1. 将 k 表成2的幂 次和: 

A ： = w 0 + u, • 2 + u 2 • 2 2 + u 3 • 2 3 + …+ u r • 2\ 

其中每个七是0或 1. (这种表示式叫做 A 的二进制展开 .） 

2. 使用逐次平方法制作模 m 的的幂次表. 

a 1 s A 0 (mod m) 
a 2 ( a 1 ) 2 = Aj ss >4, ( mod m) 
a 4 = (a 2 ) 2 s A] = >4 2 (mod m) 
a s (a 4 ) 2 s 4 a= /l 3 (mod m) 

a 2 = (a 21 ) 2 = i 4 j _, » i 4 ,.(mocl m ) 

注意要计算表的每一行，仅需要取前一行最末的数，平方它然后用模 m 简化.也注意到表 
有 r + 1 行，其中 r 是第1步中&的二进制展开式中2的最高指数. 

3. 乘积 

i 4 J ° - •4?... Odm ) 

同余于 fl *( fnc>d m ). 注惫到所有〜是0或 1, 因此这个数实际上是〜等于1的那些 | 的 
_乘积 • 

' 证明该算法为什么可行呢？我们计算 

a k - a « o +«|*2+»2*2 a +» j *2 5 + - *m r *2 r 使用第一步 

= a - _ ( a 2 )* 1 - ( a 21 广…（，广 

=- A ；- • 巧… ^( modm ) 使用第二步的表. 口 

如前所述，计算大幕 V (模 m ) 在构造安全密码中有实际用途.为了构造密码必须求一 
些大素数，比如说100位与200位之间的 素数. 这就出现如何检査已知数 m 是否为索数的问 
题. 可靠但低效率的方法是试着用不超过 ysr 的每个数去除，査看能否找到因数.如果没有 
找到，则是素数.不幸的是，这种方法对相当大的 m 不实用. 

使用逐次平方法与费马小定理（第9章），无需求任何因数，我们通常就可证明数 m 是 
合数！下面是其原理.取小于 m 的数 a . 首先计算 gcd ( a ， m ). 如果大于1，则己找到/»的 
一个因数，所以 m 是合数，证明完成.另一方面，如果 gcd ( a , m ) =1,则使用逐次平方法 
计算 

a "_ i(mod m ). 

费马小定理表明如果 m 是素数，则答案是1;如果答案不是1,则实际上无需求任何因数就 
得到 m 是合数. 

下面是一个例子.使用遂次平方法计算 

2 ,,} 976 7,01,03 242 s 280 196 559 097 287( mod 283 976 710 803 263 ) , 

所以得到283 976 710 803 263肯定不是 素数. 事实上，其素数分解是 
283 976 710 803 263 = 104 623 - 90437 - 30 013, 
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与 


下面考虑 m =630 249 099 4 81.用逐次平方法求得 

2 650 249 0,9 4,0 = 1 ( mod 630 249 099 481 ) 


3 6MU9m9im - 1( mod 630 249 099 481). 

这说明630 249 099 481是素数吗？未必是，但肯定能判断.如果检査 0 =5, 7, 11时的 a "— 1 
( modm )， 再次得到 1( 我们所达到的），则甚至更确信630 249 099 481是素数.按照这种方 
式使用费马小定理，不可能结论性地证明一个数是 素数； 但是如果对许多 a 有 a "- 1 s 
1( mod m )， 则我们肯定 怀疑) n 是素数.这就是用费马小定理和逐次平方法证明一.些数是合 
数 而另一 些数是素数的 原理. 不幸的是，的确存在合数 m 使得对所有 a , gcd ( a , m ) «1, 
o m _, sl( m od m ). 这样的 m 被称为卡米歇尔数，在习题10_ 3中已证明最小的卡米歇尔数是 
561. 我们在第19章将进一步研究卡米歇尔数及其性质. 


_ 


16.1 使用逐次平方法计算下述幕. 

(a)5 ,3 (mod23) {b)28 w (mod 1147) 

U 1 *- 2 本章讲述的逐次平方法可以相当有效地计算 a *(modm), 但是，它确实包含创建模>«的 0 的幂次的 
表格. 

(«0证明下述算法也可 计算〆 （mod m) 的值. 该算法是进行逐次平方的更有效的方法，非常适合在计 
算机上进行. . 


⑴置 & = 1 

<2) 当 4S1 时，循环 

(3) 如果&是奇数，则置6= a • 6( mod m) 

(4) 置 a = a 2 (mod m ) 

(5) Sfc=ft/2( 如果 A 是奇数，转下） 

(6) 结束循环 

( 7 >转到6的值 （6 等于 ^(modm) ) _ 


(b) 使用你选取的计算机语言，在计算机上完成上述算法程序. 

(c) 使用你的程序计算下 述值： 

(i)2 ,000 (mod 2379) (ii)567 1234 (mod 4321) (iii)47 25S0M (i n od 1 315 171). 

16.3 (a) 用逐次平方法计算 7” M (mod7387)_ 7387 是素数吗？ 

(b) 用逐次平方法计算 7 WM (mod 7393). 7393是素数吗？ 

£1 16 - 4 编写程序验证》是合数还是可能索数.逸取2与 《-1 间的10个随机数〜，〜，…， a ,。， 对每个 
H •算 Wmodn〉. 对 ff 何 a,， 如果 W_l(mod n )， 转到信息 “ n 是合数•，.对所有 a ,， 如果 ■ 
Kmodn), 转到信息“I•是可能素数”. 

将这个程序合并到因数分解程序（习题 7.6), 构成验证大数是素数的方法 • 

»«-5用逐次平方法计算 2 〜°( mod 9991〉，再用你的答案解释是否确倩 .9991 是素数. 


圆 





第 17 章计算模 m 的 / c 次根 

前一章学习了当 A 与 m 很大时，如何计算模 m 的 A 次幂.现在从反方向推进，试着计 
算模 m 的4次根.换句话说，要求由已知数6来求同余式 
** = 6( mod m ) 

的解.我们可尝试代入* = 0, 1, 2,…直到求得解，但如果 m 很大，可能耗费很长时间. 
已经证实，如果已知 4>( m ) 的值则可相当容易地计算6模 m 的次根.通常，.我们先用例子 
来说明求解的方法. 

'要解同余式 

* 131 = 758 (mod 1073). 

第一步计算 1073). 将1073分解成素数的乘积后，可使用第11章杏的公式来 进行. 这是 
很容易做的:1073 =29.37,所以 ♦( 1073) =中（的） 伞 （37) =28 .36 = 1008. 

下一步求方程 ’ 

ku - </>( m)v = 1,即求.方程 131 u - 1008 v = I 
的（正）整 数解. 我们已知解存在，因为本例中， gcd ( A , <#.( m )> = gcd (131, 1008)=1, 第6 
章叙述的方法使我们求得解 u =731与《 =95. (实际上，第6章的方法给出解 
131 . (-277) + 1008 • 36 = 1. 

要得到《与》的正整数值，我们修正这个解， 

u = - 277 + 1008 = 731, o = - 36 + 131 = 95. ) ■• 

方程 

131 ■ 731 - 1008 • 95 = 1 

给出了解原问题的关键. 

取 * m , 将它》次方，即731次方.注意 

(* l3l ) m = * 13I 7SI = = * • (*_)' 

但是1008 =0( 1073), 欧拉公式（第10章）告诉我们 f 
* 1008 s 1 ( mod 1073). 

这意味着 （* 13 l )™=*( m O cU 0 73 ). 所以，如果将同余式 * m =758 (mod 1073) 两边731次方， 
则得 

* = c * 131 ) 731 S 758 w, (mod 1073). . • 

下面，仅需要使用逐次平方法（第16章）计算数 758 73l (mod 1073), 得到答案* = 905(«1^ 
1073). 最后，作为验证，可用逐次平方法来证明 905 m 确实与 758 (raod 1073〉同余 • 

下面则是计算模 m 的根的一般方法. 

算法 17. 1{ 计算模 m 的 ft 次根原理） 设6,1与 m 是已知整数，满足 
gcd (6, m ) = 1 与 gcd ( fc ，< J »( m )) = 1. 


下述步骤给出同余式 
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x l = 6 (mod m) 

的解. 

1. 计算中 （ m ). (见第 11 章 ■) 

2..求满足 必 （ m ) t » = l 的正整 数“与 (见第6幸.另一种叙述方法是 
fai = l(mod < K "»)) 的正整数，所以“实际上是 jfc ( mod 4 K ™)) 的逆 .） 

3. 用逐次平方法计算 6 "(mod m ). (见第16章 •） 所得值给 ib 解 *• 

为什么可行呢？我们需要证明* = 6■是同余式 ** = 6 (moi m ) 的解. 

**= (yy 将太= 6■代人/， 

= 6 “ 

= 6 ， ** ( ° > * . 由第2步的 fcu = 1, 

' = b - ( b^y 

= 6( mod m ) 由欧拉公式（第 1.0 章 ） s 1( mod m ). 

这就完成了 * =6" 是同余式 ** = 6 (mod m ) 所求解的证明. 口 

即使对很大的数 A 与 m , 第16章的逐次平方法也是计算幂 a *( m 6 d m ) 的完全实用的方 
法.求樓 m 的 A : 次根的方法常索有效吗？换句话说， 解 / ^Hmod m ) 实际上困难吗？我们 
倒过来观察这三个 步骤. 第3步讲述用逐次平方法 i + 弇 mod m ：>, 所以不会引起问题.第, 
2 步要求解紜 ->(«»)» = 1. 即使对大数值的第6章讲述的解这种方程的方法也' 
是相当奏效的，因为这种方法基于欧几里得算法. 

最后，我们观察第1步^求 的值. 如果已知 m 分解成素数，则使用第11章的 
公式裉容易计算出命(《4.然而，如果 m ； f 艮大，则分解 m (如果可能的话）是极其困难的 • 
例如，假设要求解同余式 

* 3 96 * ⑽= 34 781 ( mod 27 040 397 ). 

如果没有计算机，可能要花费许多时间将27 040 397分解成两个素数乘积27 040 397 = 
4409 -6133, 所以 


«为满足 

晒 


<1>(27 040 397) = 4408 ■ 6132 = 27 029 856. 

如果计算了 ♦(«), 可进行第2 步： 

3 968 039 • 17 881 559 - 27 029 856 • 2 625 050 = 1, 

然后进行第3 步： 

* s 34 781 17 8,1559 = 22 929 826 ( mod 27 040 397 ) , 

就求得解. _ 

下面，想象一下不选取仅8位数的 m , 而是取两个素数 p 与<?,每个都有100位数，并 
置爪 = P + 则解？ = 6( mod » n ) 对你来说实际上是不可能的，除非告诉你 p 与 9 的数值，因为 
如果不知道 p 与9的值，则不可能求出*的值. 

总之，如果能够计算巾（"0的话，本章讲述了解 
** = 6( mod m) 

的实用而有效的方法.不幸的是，如果不能计算 0( m ), 则该方法不能进行，但是，恰恰是 



72 


第 i 7 幸 


这种“弱点”在下一章被用来构造极其安全的密码体制. 

习题 

17.1 解同余式 / w S 452(,m 0 d U47). (提示 ：1147 不是素数 .） 

17.2 ( a ) 解同余式 * 113 « 347 ( mod 463 ). 

( b ) 解同余式 ^ 73 - 139 (mod 588). 

17.3 在本章我们讲述了如何计算 6 模 m 的 A 次根，但是，你可能会自问是否 6 有多午一个的 A 次根.的 
确可能！例如，如果 a 是6模 m 的平方根，则显然 - a 也是6模 m 的平方根. 

( a ) 设&与 m 是整数，满足 

gcd (6, m ) = 1 与 gcd ( A ,^( ni )) = 1. 

证明6恰好有一个模 m 的 A 次根. 

( b ) 假设换成 gcd ( A ，4»( m ))> l . 证明6没有模 m 的 A 次根，或者6至少有两个模 m 的 ft 次根.（这 
是目前资料中涉及的困难问題 .） 

( c ) 如果爪=/»是素数，观察例子，试求6模 p 的次根的个数的公式（瘕设至少有一个根）. 

17.4 求解的 方法： 首先求满足紜 - 令 （ m) V = 1 的整数 u 与然后可知解为 m). 
然而，我们仅证明如果 gcd (6, m ) =1,则方法可行，因为可使用欧拉公式 

( a ) 如果 m 是不同素数的乖积，证明即使 gcd (6， m ) >1, * = 6**( rood : m ) 也总是 = 6( mod 抓）的解. 

( b ) 证明我们的方法对同余式/ » 6 ( niod 9 > 不可行. 

_ 17.5 ( a ) 试用本聿的方法计算23模1279的平方根.（数1279是素数.〉为什么会出错呢？ 

( b ) —般地，如桌;> 是奇素数，解释为什么本章的方法不能用来求模/>的平方根.我们将在下一章研 
究模7>的平方根问题. 

( c ) 更一般地，如果 gcd ( A , f ( m )) 大于1,解释为什么计算模 m 的 A 次根方法不可行. 

编写求解？ s 6( modm ) 的程序.为用户提供用来计算 < M 饥）的因数分解饥的选择. 


第 18 章幂、根与不可破密码 

在前两章，我们学习了如何计算极大数模 m 的幂 和根. 简而言.之，对 a , *与》«的任 
何值，如果我们能计算杏（™),以及知道如何解/ = 6( mod . m ), 我们就知道了如何计算 
o *( modm >. 这是我们对信息进行加密和解密 e 的基本思想. 

对信息加密的第一步是将信息转换成数串.我们用最简单可行的方法进行这项工作.设 
4=11，5 = 12, •••, Z = 36 . 下面是便于使用的 表格： 



例如，信息 “To be or not to be ” 变成 

TOB EORNOTTOBE 
30 25 12 15 25 28 24 25 30 30 25 12 15 

所以，我们的信息是数串 30 251 215 252 824 253 030 251 215. 当然，在某种意义上，现在信 
息已被加密，因为这种数串适合将信息隐蔽起来.但是， 即使一 个业余密码爱好者也能够在 
几分钟里破译这种简单的密码气 



下面，我们准备解释加密与解密过程的关键.首先，选取两个（大）素数 p 与接下 
来，将它们相乘得到模也可计算 

( f >( m ) = 4>( p )< f >( g ) = (p - l)(g - 1) t 

选取与抓)互素的整数 L 现在我们向全世界公开数爪与 I 但是，对 p 与 g 的值保密. 
要给我们发送信息的任何人使用 m 与 A 值，并按下述方法对信息加密. 


© 从技术上讲，我们在本章所讲述的是密码，而不是代码，实际上是在对信息迸行加密与 解密. 历史上，码这 
个单词涉及用.单个符号或数代替完整字词的方法，而密码用个别字母作为基本单位.最近，字码还有另一层 
的数学含义.为便于叙述，我们不区分代码与密码这两个术语. 

㊁我们可柑定一个数 （如 99) 来表示空格，甚至能够指定一些数来表示各#标点符号.但是，为简单起见，我们 
忽略这些细节，仅用挤在一起的宇母来表达我们的信息 • 


_ 
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首先，他们将信息转换成如上所述的数串.其次，他们观察数 m 并将数串分段成小于 
m 的数例如，如果 m 是一个 百万级的数，他们将信息写成6位数 的表. 于是，他们的信 
息是数 a ,， 〜的表.下一步，使用逐次平方法计算 a / Cmodm ), - f 
^( modm ). 这些值构成数丸 ，乂， •••，&, 的 新表. 这个表是加密的信息.换句话说，发送 
给我们的信息是数6,, 〖 卜的表. 

当我们接收到这些信息后，怎么解密呢？已发给我们的数 6,, 6 2 ，…，6,， 需要恢复成数 
a , , a 2 , a ,. 毎个\同余于 of (mod m ) ,所以要求 a ,., 需要解同余式 ( mod m >. 

_ 这恰好是前 一章已 解决的问题，假设能够计算<|>(游)..但是，我们已知 P 与9的值且 m = M , 
因此容易计算 

= <^{ p ) 4 >( q ) = (p - 1 ) (? - 1 ) = pq - p-q + \ = m ~ p~q + \. 

现在正需要应用第 17 章的方法解每个同余式 / =6,( mod m ). 解是数 a ,, a 2 ，…，\,则容 
易得到这.个数串并恢复原来的信息. 

下面说明素数 P = 12 553与 9 = 13 007的加密和解密 过程. 将它们乘起来得模 m= M = 
163 276 871,且为了便于今后使用，得出 

* (p - 1)(? - 1) = 163 251 312. 

我们还需要选取与 < K »0 互素的因此取 A =79 921. 总之，我们已选取 

p = 12 553, q = 13 007, m . ~ pq = 163 276 871, k = 79 921. 

现在，假设要发送信息 “ To 峠 or m>i to be ”. 如前所述，这个信息变成数串 
30 251 215 252 824 253 030 251 215. 

数 m 是9位数，所以将信息分成8位数段： 

30 251 215, 25 282 425, 30 302 512, 15. 

下面，使用逐次平方法得到每个数模 m 的 A 次幂： - 

30 251 215 ,,M1 a 149 419 241 (mod 163 276 871 ) 

25 282 425. 7Ml1 = 62 721 998 (mod 163 276 871) 

30 302 512 TO92, = 118 084 566 (mod 163 276 871) 

15 JJ>rel 受 40481 382 (mod 163 276 871) 

已加密信息是数表 ' 

• 149 419 241, 62721 998， 118 084 566, 40 481 382. 

现在，我们设法解密新信息.午夜后有人敲你的门，神秘信使送来下述 密电： 

_ 145 387 828 , 47 164 891, 152 020 614 , 27 279 275 , 353 56 191. 

毫不犹豫地，你急忙取出便携式数论解码本开始工作起来.一次一个数，你使用第17章的 
方法解同 余式： 


* 795 

21 = 145 387 828 (mod 163 276 871) 

=> x ^ 30 182 523 

^79 9 

21 = 47 164 891( mod 163 276 871) 

=>• x ^ 26 292 524 

* 799 

2, ' s 152 020 614 (mod 163 276 871) 

=> x = 19 291 924 


21 = 27 279 275 (mod 163 276 871) 

=> * = 30 282 531 

* 7?, 

21 = 35 356 191( mod 163 276 871) 

=> x = 122 215 
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这就给出数串 

30 182 523 262 925 241 929 192430 282 531 122 215, 

于是，你使用最终解密步骤的数字-字母替换表. 

30 18 25 23 26 29 25 24 19 29 19 24 30 28 25 31 12 22 15 

THOMPSONIS INTROUBLE 
于是，你读到 

“Thompson is in trouble ” （汤姆森被 M ) , 

然后你出去准备营救他 • 

这种加密方案安全吗？假设你截获一条信息，已知是用模与指数加密的.对你来 
说，破译密码读出信息有多难呢？目前，解密的唯一方法是寻找的值，然后使用刚才 
叙述的解密过程.如果 m 是两个素数 p 与 9 的乘积，则 ’ 

<t>(m) = (p - 1) (q - 1) = pg - p - g + 1 - m - p - q + l. 

由于你已知 m 的值，只需求的值.但是，如果能求出/> +9 ,则也可确定 p 与 9 ,因为 
它们是二次方程 

X 1 -I ：(/> + g)X + m = 0 

的根.所以，为了解密截获的信息，你必须寻找 m ■的因数 p 与年 

如果 m 不太大，比如说是5位或10位数，则计算机几乎马上就可求得因数.使用数论 
中更高级的方法，数学家发明了分解更数的技术，比如说50到100位数.如果你取的是 
小于50位数的素数 p 与 9 ,你的密码会不安全.然而，如果你取的素数（比如说）是100位，_ 
则目前没有人能够解密你的信息，除非你向他们公开 P 与9的值.当然，未来的数学发展能 
够使人们分解200位数.但是，你仅需要取200位的素数 P 与 9 , 40 Q 位敢模 m 将再次使你 
的信息安全.因此，下面的加密方案的思想是很简单的 一种： 容易将两个大数乘起来，但 
是，很难将大数分解因数. 

本章讲述的密码学方法称为公 钥密码 体制. 这个名称反映了以下 事实： 由模 m 与指数 A 
组成的加密密钥可公布于众，而解密方法是安全的.这种思想是 Whitfield Diffie 与 Matin 
Heilman 于1976年提出的，人们能够得到密码，但不能解密 信息. Diffie 与 Hellimin 给出了 
这种公钥密码体制工作原理的叙述，_次年 ， Ron Rivest、Adi Shamir 与 Leonard Adleman 给出 
了一种实用的公钥密码体制.我们在本章叙述的思想称为 RSA 公 钥密码 体制，以纪念这三 
位发明者. • 

习题 

18.1 解密用模 m =7081与指数 A = 1789发送的下述信息（注意首先需要将 m 分解因数 h 
5192, 2604, 4222 

18.2 如果你不幸选取与不互素的信息 a , 则可能出现 RSA 解密体制不工作的情况.当然，如果 m = p 9 
且 P 与9很大，则这种情况很可能发生. 

(») 证明 RSA 解密体制事实上对所有信息 a 确实可行，不管它们是否与 m 有公因数. 

0>>更一般地，证明 RSA 解密体制对所有与》»等长的信息 a 都可行，其中是不同素数的乘积. 
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( c ) 给出 m = 18 与 a =3 的例子，使得 RSA 解密体制不 可行. （切 记： 选取的 A 必须与杏 （ m ) = 6 
互素 •） 、 

18.3 撰写关于下述一个或多个课题的短小报告. 

( a ) 公钥密码学的历史. 

( b ) RSA 公钥密码 体制. " 

( c > 公钥数字签名. 

_ ( d ) 廉价的不可破密码的可用性的政治和社会效果与政府反响. 

A 18. 4如果你喜欢使用计算机，下面.是两段较长的要解密的信息. 

( a ) 巳给你发送下述 信息： 

5 272 281 348, 21 089 283 929, 3 117 723 025, 26 844 144 908, 22 890 519 533 

26 945 939 925 ,* *27 395 704 341, 2 253 724391, 1 481 682 985, 2 163 791 130, 

13 583 590 307, 5 838 404 872, 12 165 330 281, 28 372 578 777, 7 536 755 222. 

弁且已使用/> = 187 963, 9 = 163 841, m 二/^4 30 796 04 5 邱3与 A =邱611进行加密.请解密这段 
信息. 

( b ) 你截获了下还信息，巳匆此信息使用模 m= 9 % 33 l 992 007 843 552 652 604425 031 376 690 367与 
指数 = 12 398 737进行加密.请破译并解密 信息： 

821 566 670 681 253 393 182 493 050 080 875 560 504, 87 074 173 129 046 399 720 949 786 958 51! 391 052, 
552 100 909 946 781 566 365 272 088 688 468 880 029 , 491 078 995 197 839 451 033 115 784 866 534 122 828, 
172 219 665 767 314 444 215 921 020 847 762 293 421. 

(这道习题的材料可在前言所列的页上找到 .） 

JJlS . 5 编写程序完成 RSA . 密码体制.程序要 尽町能 地适合 用户. 特別地，加密者应该能够用文字打印信 
息，包括间隔与标点 符号； 类似地.,，解密者应该看到以文宇、间隔与标点符号形式出现的信息. 

’ 18- «由于在密码学中的重要性，分解大数因數问題在近几 年已有 许多研究.査找出下述一种因数分觯法， 

写出其工作原理的简短 叙述. （这些方法的信息从数论教科书与网上可得到 .） 

( a ) Pollard p 方法（这是希腊字母 p ). 

( b ) Polkrd P -l 方法. 

( c ) 二次筛法因数分 解法. 

( d ) Len St ra 椭圆曲线因敢分解法. . 

( c ) 数.域筛法. 

(最后两种方法需要髙级思想，所以，在弄懞之前芾要学习椭圆曲线或数域的知识 •） 数域筛法是目 
前所知的最有效的因数分解法，能够分解超过150位的数. 

^18. 7 编写计算机程序，完成前一习题中的因数分解法，如 PoUard : p 方法 、 Pollard p - 1方法或二次筛法. 
使用该程序分解下述各数. 

( a ) 47 386 483 629 775 753 

( b ) 1 834 729 514 979 351 371 768 185 745 442 640 443 774 091 
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素数是整数的基本 构件. 无穷多素数展现出的某些模式特性可以说是整个数论甚至是数 
学所有领域中最深刻、最优美的.素数，尤其是大素数，具有其实用的一面，如我们在第 
18章构造 RSA 密码体制时所看到的.这使我们思考下述 问题： 

怎样判别一个（大1整数是不是.素数呢？ ， 

对小的整数/ I ,如8629, 86'33与8641;我们可简单地检査直至斤的所有可能的(索）因 
数，或者找到因数或者最后断定战是 素数. 按这种方法，我们发现8629与8641是 素数； 而 
8633可分解成89 . 97,所以 它不是 素数. f! 

对大素数，如 

m a 113 736947 625 310 405 231 177 973 028 344 375 862 964 001® 

与 

n = 113 736 947 625310 405 231 177 973 028 344 375 862 953 603, 

试验直至这个平方根的所有可能因数（即使使用计算机），工作量太大 e . 然而，在第16章 
看 _( 在计弇机上〉将数自乘按非#大的数取槙的非 t 高的幂次则不太苗难.例 •如， 用计算 
机花费很少时间就可计算出 

2* _ 2 丨 13736 947 623 310 405 231 177 973 028 344 375 M2 9W 001 

= 39 241 970 815 3.93 499 060 120043 692 630 615 961 790 020 (mod m ). 

这似乎在做完全无用的计算，但是事实上它有很大的现实意义. 

为了解释萁中•的原因，我们回忆一下费马定理（见第9章）：如果是素数，则对每个整 
数《， . . 

a p s a ( mod p ). 

因此， 2". 不与 .2( mod .» n ) 词余的事实告诉我们 m 肯定.不是.素数•我们可毫不.含糊地断言：不 
同余式 2 " 争 2 ( m 0 dnO 构成叫不是窣.辫的证明.结论之强令人惊讶.我们已证明 ro 不是素 
数，尽管不知道如何分解 m ; m 是合数的证明确实没有提供任何能帮助我们寻求因数的线 
素，这告诫我们常 常天需 分解一个效就可得知它为合数 .• 

现在考虑数 ’ 

n = 113 736 947 625 310 405 231 177 973 028 344 375 862 953 603. 

如果进行类似计算，求得 " - 

2» _ 2 113736 947 625 310 405 231 1T7 973 028 344 37S 862 9S3 603 — 2 ^ mod n) 

可用费马小定理得到/ I 是素数的结论吗？绝对不行，费马小定理此，时失效，所以我们试验更 
多的数，比如说到 fl = 100, 可得 


© 数 m 是下述两个相当大的素数的乘积： 40 103 836 670 582 470 495 139 653与2 836 061 511 010 998 317. 

㊁2002年印度人队 Agrawal, N. Kayal 与 N. Swena 发现多项式时间的 AKS 素性测试，这项重大成果发表于 
Annals of Math. 160(2004) , *781-793. -译者注 


_ 
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3" * 3(mod n) , 4" s 4 (mod n) , 5 1 ■ 垄 5(mod n) ， … ， 100* 室 100(mod n). 

我们仍不能用费马小定理得到>?•是素数的结论，但是，对 《* 的 " 个不同俥， a » = a(mod «) 
_暗示《是“可能”素数. 

这是个很奇怪的断言，一个.数怎样能成为“可能素数”呢？要么是素数要么不是素数； 
不可能星期二与星期四是素数，而其余五天是合数 ®. 

假设我们将数 n 看作一种良然现象，并用试验科学家的精神研究 n . 通过选取数 a 的不 
同值并计算 a»( mod n) 的值进行试验.如果单个试验产生甚至除 0 外的任何数，则得到 n 肯 
定是合数的结论.所以，有理由相信每•次进行试验确实会得到我们收集 n 是素数的“证据” 
的数值 a . 

通过观察 a 的《次幂不等于 a 的那些值，我们可在坚实的基础上进行这种 推理. 如果 
a n ^ a(mod n) , 

则我们说数 a 是《的证据.这是 a 的一个极好的名称，因为如果数 n 试着扮演素数的角色， 
执行代理人可将 a 放在证据位置证明《确实是合数. 

如果 n 是素数，则显然没有 证据. 下面列出了真.到20 的所 有数 n 的证据表，意味着合 
数趋于有一些证据. 



要进一步支持这种豌测，我们随机地选.取100与1000之间 的一些 合数，数数它们有多 
少证据.我们也给出1与《之间作为证据的数所占的百分比. 












WEM 




K3i 






mram 



m<7wm 





看起来如果 n 是合数，则 a •的大多数值可作为证据.例如， 如果; 1=287, 并且如果选取 a 的随 
_机值，则《是>»为合数的证据有96.9%的机会.因此，要证明 n 是合数无需进行很多试验. 


0 “当我使用数时，正是按我的意思选取一既不多也不少 .”H U ™ P tyDm» P ty 用相当藐视的语调说. 

“问®在于你 ft 否能对数 f 故出不同的解释，"爱丽斯说. 

" 问《是哪个更重要， "flumpp# 说. 

或者正如哈姆雷特所说，■■天上刮西北风的时埃，我才发疯 i 风从南方吹过来的时候，我能分辨出索数与合数. 
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我们所有的证据和常识似乎表明合数有许多证据.但是，这实际上成立吗？如果开始制 
作有证据的所有数的表格，则最终会陷人 n =561的糟糕境地.因为561 =3. II .17, 所以 
这是合数，但不幸的是561甚至没有单个证据！验证561没有证据的 一条途 径是对 a 的所有 
561个值计我们用比较容易的方法.要证明 
a 5 * 1 = a ( mod 561 ) , 

只要证明 

. a 341 = a (mod 3) , a 54 ' s o ( mod 11) , a 561 = a(mod 17) Il 26 l 

就足够了，因为如果一个数被 3, 11, 17整除，则也被它们的乘积 3. 11 .17 整除.对第一 
个同余式，注意到如果3整除 a , 则两边是0,而如果3不整除 a , 则可用费马小定理 
计算 

o 561 = a 2 ' 180 * 1 = ( a 2 ) 280 • a s 1 • a = a(mod 3). 

用同样的方法可验证第二与第三个同 余式. 因此要么11整除 a , 两边模11是0,要么使用 
同余式 JsKmod 11) 计算 

a 561 = a 10 ' 54 * 1 = ( o 1# ) 5< • a s 1 • a s a(mod 11). 

最后，要么 17 整除 a , 两边模 17 等于0, 1 要么使用 a 16 = l ( modl 7) 计算 

a MI = a 16 J5<1 = ( o 16 ) 35 -o = l • a = a(mod 17 ). ’ 

从 ffif , 没有合数 561 的证据. 

WIO 年，这个例子与 I 4 个其他例子首先引起了卡米歇尔的注意，所以用卡米歇尔来命 
名这 种数. 卡米歇尔数是这样的合数即対每个整数 l 都有 

a " = o ( mod n ). 

换句话说，卡米歇尔数是可冒充素数的一种合数，因为它没有合数特征的证据.我们已看到 
561是卡米歇尔数，事实上它是最小的卡米歇尔数. 

下面是直到10 000的所有卡米歜尔数的完全 列表： 

56 i , 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911. 

分解它们， 

561 = 3 - 11 - 17, 1105 = 5-13 - 17, 1729 = 7 - 13 . 19, 

2465 = 5 • 17 • 29 , 2821 = 7 • 13 • 31，6601 = 7 • 23 . 41, 8911 = 7 • 19 • 67. 

我们马上观察到表中的每个数是三个不同奇素数的乘积.所以可提出 猜想： 卡米歇尔数总是 
三个不同奇素数的乘积. _ 

我们的猜想不会太好，因为 

62745 = 3 • 5 • 47 . 89 

是四个素数乘积的卡米歇尔数.这并不意味着我们应该放弃猜輝，而仅仅是必须做一些修 
改. 注意我们的猜想实际上是三个 猜想： 卡米歌尔数恰好有三个素因数，素因数是不同的， 

素因数是奇数.所以我们丢弃错误的部分而分别叙述其他两个 部分： 

( A ) 每个卡米歇尔数是奇数. 

( B ) 每个卡米歇尔数是不同素数的乘积. 
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现在证明这两个断言.对于 （ A ), 使用卡米歇尔同余式 

a = a (mod n) , a = n - 1 = - 1( mod n) , i £ 

得 

(-1)" s - 1 (mod n). 

这蕴涵 n 是奇数（或 n =2). 

下面证明 （ B ). 假设 n 是卡米歇尔数.设 p 是整除的素数.是整除《的夕的最大 
幂次.我们要证明6是0. n 是卡米歇尔数的事实表明对《的每个值 ， a " Sa (mod n ). 特别 
地，对 a = 〆 这是成立的，所以 • ，， 

p'" = p e (mod n). 

因此，"整除差 〆 "- 〆 ，由假设 〆 “整除 n , 得到 〆 “整除疒- 〆 的 结论. 从而， 

疒- 〆〆 •_•-» 

P** 1 P 

是整数.这可能成立的唯一途径是《=0,这就完成了 （ B ) 的证明. 

卡米歇尔数的两个性质 （ A .) 与 （ B ) 是有用的，但是，如果能够发现简单方法来检验一 
_ 个数是否是卡米歇尔数则会更有用.前面对 561 是卡米歇尔数的验.证提供了一个线索.不 
验证 a "3 a ( mod n ), 而是对整除 n 的每个素数 p , 验证 a " = a (« m > dp ). 然后将模 p 的同余 
式与费马小定理进行比较，给出 p 与/ I 间的关 系式. 结论是下面叙讳并证明的 f 米歇尔数 
判 别法. t 

定理 19.1( 卡米歇尔数的考塞特判别法） iini 合數.则 n 是+米歇尔数当且仅当它 
是奇数，且整除 n 的每个素数 p 满足下述两个 条件： 

(1) p 2 不整除 n. 

(2) ;>-1 整除 n -1. 

证明首先假设 n 是合数，进而假设 I * 的每个素因数 p 满足条件 （1) 与 （2). 要证明 n 
是卡米歇 尔数. 我们的证明使用前面证明 561 是卡米歇尔数的相同论证. — 

将 n 分解成素数的乘积 

n = PiPlPi— Pr, 

由条件 （1) 得 P ,, P 2 ，…，是不相同的素数，由条件（ 2 )得 每个凡 -1 整除 rt -1, 所以对 
每个 i , 可分解因数 

n -1 = ( Pi - 1)* ( ,对某个整数 I 

现在取任一个整数 a , 计算 /( modp ,) 的值 如下： 首先，如果 p , 整除 a , 则显然有 
a n ^ 0 = a( mod p.). 

否则凡不 整除〜 我们可用费马小定理计算 

a " = a (，i ' ，> * ,<， 因为 n -1 = ( p .- Dk ,, 

= W.a 

^ l^-aCmodp,) 由费马小定理得 Y「 l s 1(mod Pi ), 

^ a(mod p t ). . 
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现在我们已证明对每个 i = l , 2,…， r , ' 

a " = a (mod p t ) , U 29| 

换句话说，/-^被每个素数仏，，^…，&整除，从而它被乘积 nsRiV P / 整除. （注意 
此处使用了 P ,, p 2 , •“， P , 互不相同的事实 •） 因此， 

a " = a(mod n ) , 

由于我们已证明对每个整数 a 结论成立，所以这就完成了 n 是卡米歇尔数的 证明. 

这就证明了考塞特 （ Korseh 〉 判别法的 一半： 满足条件 （1) 与 （2) 的奇合数是卡米歇尔数. 

另一方面，我们在前面证明了每个卡米歇尔数满足条件 （1), 在习题 19.1 中，要求你证明 
卡米歇尔数满足条件 (2). □ 

要说明考塞特判别法的用处，我们验证前面给出的两个例子实际上是卡米歇 尔数首 
先，考塞特判别法吿诉我们1729 =7 • 13 • 19是卡米歇尔数，因为 
1729 - 1 .1729- 1 1729 - 1 _ 

7 - 1 - 288 ’ - 144> 19-1 ~ 96 - 

其次，62745 =3 .5 .47.89 是卡米歇尔数，因为 

62745 - 1 62745 - 1 62745 - 1 62745 - 1 ? 

3 - 1 = 31372 - 5 - 1 = 15686 ♦ 47- 1 - 1364 ' 89 ~ - 713 - 

在卡米歇尔1910年的论文中，他猜测存在无穷多个卡米歃 尔数. （当然，他没有称这种数为 
卡米歇尔数！）这个猜想70多年没有人证明，最后由 W . R . Alford , A . Granville 与 
C . Pomerance 于 1994 年 证明. 

卡米歇尔数存在的事实意味着我们需要一个更好的检验合数的办法.合数的拉宾-米勒 
测试是基于下述事实. 

定理 19.2( 素数的一个性质） 设/»是奇素数，记 

p - 1 ®2* 9 , q 是奇数. 

设 a 是不被 p 整除的任何数.则下述两个条件之一 成立： 

( i ) V 模 p ' 余 1. 

( ii ) 教 a 1 *, a ' …， a 2 * 之一模 p 余 -1. SM 1 

证明费马小定理告诉我们 〆 _ l = l ( modp ). 这意味着当我们观察数表 

d \ a 2 \ a *' 1 , , a 1 **'*, 

时，得到表中的最后一个数模 P 余 1 (因为等宁 p - l >. 进而，表中的每个数是前一个数 
的平方.因此下述两种可能之一必 成立： 

( i ) 表中的第一个数模 P 余 1. - 

( ii ) 表中的一些数模 P 不余1，但是,当平方时它就模 P 余 1. 适合这种叙述的数仅* 
- l ( modp ), 所以在这种情况下，表包含 - Umodp ). 

这就完成了证明. 口 

转到开头素数的性质，我们得到被称为拉宾-米勒测试的合数 试验. 因此，如果 n 是奇 
素数，且 n 没有前面的素数性质，则它必是 合数. 进而，对^的许多不同值，如果 n 确实具 
有素数性质，则》可能是素数. 



定理 19. 3{ 合数的拉宾-米勒测试） 设《是奇素数，记 1» -1=2*9, 9 考奇數.对不被 n 
整除的某个 a , 如果下述两个条件都成立，则 n 是合数. 

( a ) ^^ l(mod n ) , 

( b ) 对所有 i =0, 1，2， …， k-l, a 2i, ^ - l(mod «). 

我们已经证明拉宾-米勒测试可行，因为如果 n 满足 （ a ) 与 （ b ), 则不满足素数性质，所 
以 n 必是合数.注意拉宾-米勒测试在计算机上会很快且很容易地进行，因为在计算 V(mod 
«)之后，可简单算出模 n 的平方. • 

对 a 的任何特别的选取，拉宾-米勒测试结论性地证明 n 是合数，也揭示出《可能是素 
数. n 的合数性的拉 宾-米勒证据 是拉宾-米勒测试成功证明 n 是合数的数 a . 拉 宾-米勒测试 
如此有用的理由归于下述事实，在许多高等教科书中都有其证明. 

如果 n 是奇合数，则1与 n -1 之间至少有75%的数可作为的拉宾-米勒证据. 

换句话说，每个合数有许多拉宾-米勒证据来说明它的合数性，所以，不存在拉宾-米 
勒测试的任何“卡米歇尔型数”. 

mm, 如果随机选取《的100个不同值，其中没有 n 的拉宾-米勒证据，则《是合数的 
概率小于0.25 100 ,它近似等于如果你觉得这会冒太多风险，你总可以试 a 的另外 
几百个值.实际上，如果 n 是合数，则拉宾-米勒测试终究会展示这个事实 • 

下面举例说明，我们将 a =2的拉宾-米勒测试应用到数561,可以回顾它是卡米歇尔 
数.我们得 n -1*560 = 2 4 . 35, 所以计算 

2 35 = 263 (mod 561), 

2 2 M = 263 J s 166( mod 561) , 

2 4- M s . 166 2 = 67 (mod 561), 

67 2 a 1( mod 561). 

第一个数 2 3 S ( mod 561) 既不是 1 也不是 -1, 其他数不是 -1, 所以2是561为合数事实 
的拉宾-米勒证据. 

作为第二个例子，取较大数 n = 172 947 529. 我们得 

n - 1 = 172 947 528 = 2 5 • 21 618441. 

应用 a = 17的拉宾-米勒测试，在第一步得 

17 216 " 44 ' s l( mo d 172 947 529), 

所以，17不是 n 的拉宾-米勒证据.下面我们试验 a =3,但是 
3 21 6, **" s - 1 ( mo d 172 947 529) , 

所以，3也不是拉宾-米勒证据.此时，，我们可能怀疑 n 是素郏，但如果试验另一个值，如 
a =23,可求得 

23 11 訓 , s 40 063 806 (mod 172947 529), 

23 J II6,,44, s 2 257 065 (mod 172 947 529) ， 

23 4 . 2 i 61.441 s 1(mod 172 947 529), 
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所以23是 n 实际上为合数的拉宾-米勒证据.事实上，《是卡米歇尔数，但《不那么容易 
(手 工〉分解. 

习题 

1?.1设《是卡米歇尔数，/>是整除 n 的素数. 

( a ) 通过证明整除 n -1 来完成考塞特判别法的证明.（提 示： 我们在第21章将证明对每个素数 
P , 至少存在一个数心其蒂 I〆 ， 〆 ，…，都是模 p 不同余的（这样的数称为原根 ）• 为求 
解这个问题，试将代入卡米歇尔同余式 a " = a(mod «).) 

( b ) 证明 p -1 实际上整除比较小的熬 f -1. 

19.2 存在仅有两个素因数的卡米歇尔数吗？寻找一个例子或证明其不存在. 

19.3 使用考塞特判別法确定下述哪些数是卡米敗尔效. 

( a ) 1105 ( b )1235 ( c )2821 ( d )6601 ( e )8911 ( f ) 10 659 

(g) 19 747 ( h )105 545 ( i ) 126 217 ( j ) 162 401 ( k )172 081 (1)188 461 

19.4 假设选取 A 使得三个数鉍 +1, 12 A + 1, 18 A + 1 都是素数- 

( a ) 证明它们的乘积 /1 = (6* + 1)(12；: + 1>(18* + 1)是卡米歇尔数. 

0>)用这种方法求前5个 A 值，并给出该方法产生的卡米歇尔数. 

19.5 求是5个素数乘积的卡米歇尔数 • 

^ 19.6 ( a ) 编写计算机程序，用考塞特判别法检验数 n 是否是卡米歇尔数. 

( b ) 在前面我们列出了小于10 000的所有卡米歇尔数.使用你的程序扩展该表到 100 000. 

(C) 使用你的程序求大于1 000 000的最小卡米歇尔数. 

19.7 ( a ) 设 n = 1105,所以； 1-1 =2 4 .69. 计算 

2 M ( mod 1105) ，2 2 •办 （mod 1105) ， 2 4 W (mod 1105) , 2 *‘ w (mod 1105) 

的值，并使用 拉宾- 米勒测试得出《是合数的结论. 

( b ) 使用《=2的拉宾一米勒测试证明^1= 2 9 4 40 9 是合数.然后求 ri 的因数分解，并证明它是卡米歇 

尔数. ， 

( c > 对于》= 118 901521 重复 （ b ). 

fll 9.8 编写较大整数的拉宾-米勒测试程序，用它研究下述数中哪些为合数. 

( a ) 155 196 355 420 821 961 
< b ) 155 196 355 420 821 839 

( c ) 285 707 540 662 569 884 530 199 015 485 750.433 489 

( d ) 285 707 540 662 569 884 530 199 015 485 751 094 149 



第 20 章欧拉命函数与因数和 

在第15章研究完全数时，我们使用了函数 《7 U ) 定义为 n 的所有因数和.瑰在， 
我们提议做个奇妙的试验.取 n 的所有因数，将欧拉+函数应用到每个因数，再把欧拉<#> 
函数值相加，然后观察所得到的结果. 

我们由例子开始，比如 f » = 15. 15的因数是1，3, 5, 15. 首先求欧拉中函数在1, 3, 
5, 15处的值， 

4.(1) = 1, «(3) = 2, 小 (5) =4， 杳 （15) =8. 

下面将这些值相加得到 

伞⑴ +*(3) +4>(5) + ♦⑽=1 + 2 *+ 4 + 8 = 15. 

结果是15,与开始的数正紅一致. 

我们试验有许多因数的大数，比如说 n =315. 315的因数是 U 

1,3,5,7,9,15,21,35,45,63,105,315, 

如果求欧拉少函数的值并相加，可得 * 

4>(1) +4>(3) + 4>(5) + 4>(7) + 4»(9) +4>(15) + 4.(21) 

+ < f >(35) + < J >(45) + 4>(63) + 4»(105) + <^(315) 

= 1 + 2+ 4+ 6+ 6+ 8+ 12 +24 +24 + 36 +48 + ‘144 = il 5. 

再次以开始的数结束.这与开头看到的一致.我们可做下述猜测. ，， 

猜测 设 4,, 4 是整除 n 的数， 其 中包括 1 与 a . 则 

) + < l >( d 2 ) + ••- + < ft ( d r ) = n . 

如何证明我们的猜测是正确的呢？最容易验证的情况是 n 有很少的 因数. 例如，假设取 
n ^ p , 其中 p 是素 数. p 的因数是1与 P , 可得小（1) =1与 4 KP ) = P -1. 相加得 
4>(1) + 4>( p .) - 1 + (/> - 1 ) = p . 

所以，我们验证了是素数时的猜测. 

下面试一试/»= 〆 • /的因数是1,/>与 〆 ，由第11章得♦( 〆 〉 = p 2 - P , 所以可求得 

4>(1) + 4>( p ) + - 1 + (p - 1) + ( p 1 - p ) = p 1 ■ - n 

注意如何消去各项直到剩下 P 1 的左边项. *" ' 

继续进行，我们设法验证 n = p * 是素数幂次时的 猜测./的 因数是1，/>， 〆 ，…， 〆 •在 
第11章我们已经知道了素数幂次的欧拉办函数 公式： 4>( p ) = p ' - p 1 ' 1 - 用这个公式可以计算 
令⑴ + 中 ( P ) + 中 ( p 1 ) + …+ 4>( p *') + 中 ( P *) 

=1 + (p - 1 ) + ( p 2 - p ) + …+ ( p 1 " 1 - p 1 " 1 )+(?*- p *" 1 ) 

=〆• 

我们已对/»为素数幂次的情形验证了上述猜测 • 

如果 n 不是素数幂次，则情况有点复杂.像往常一样，我们由最简单的情况 开始. 假设 
是两个不同素数的乘积，则《的因数是1, P ， 9, P 9, 因此需要求和 
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♦⑴ + </>(p) +4 >(《）+ 4>(pq). 

在第11章我们证 •明 了如果 m 与《互素，则 欧拉令 函数满足乘法公式 <f>(mn) = <f,(m)<f,(n). 

特别地， P 与7互素，所以 <Mw) =<<>(/>) 少 U). 这意眛着 

少 （1) + <f>(p) + 小 U) + % <l>(pg) 、 

=1 + <f>(p) + </>(g) + 4>( p )4>(^) 

= (1 + <ff(p))(l + </>(q)) 

= pg, . U351 

这恰好是我们所要求的. 

用这个例子作为导引，下面准备处理一般情况.对任意整数 n, 定义函数 FU) : 

F(n) p <t>(d { ) + 伞（</ 2 ) + …+ <f>,(d r ) ,其中4 ， d 2 , •”， <f r 是 n 的因数. 

我们的目的是证明对每个数〃， F(n) =a. 第一步，验证函数 F 满足乘法公式 • 

断言 20.1 如果 gcd(m，») = 1,则 F(/7m) 

证明设 

尖，…是《的因数 

和 * 

e,，e 2 ，…, e, 是 m 的 因数. 

m 与 n 互素的事实揭示了 mn 的因数的确是各种乘积 

d x e x 9 d t e 2f ••- f d l e t9 d 2 e l ，d 2 e 2 ，… ，d 2 e,， … t d r e t ，d r e” … ,d r e t . 

进而，每个 < 与每个 e ; •互素，所以杏(4~)=伞（4) 少 (~). 利用这些事实，我们可以计算 
F(mn) -^>{d x e x ) + ••• + ^>{d x e 9 ) + 4>{d 2 e x ) + …+ <f>(d 2 e,) f ― + 4>{d r e x ) + ••- + <f>(d,e t ) 

) + ••- + 伞 (0<K'〉 十少 （4) 杏 （ e i ) + … t 
+ …+ 沴 (ej + …+ <t}(0(e i ') 

,= (♦(0 + <f>(d 2 ) + •’•• + 4>(^ r ) ) * (4>( e i) + 4^( e i) + … + 4>( e $)) 

= F(m) F(n). 

这就完成了断言的证明. * □ 

利用该断言，证明欧拉少函数的下述求和公式就很简 单了. 

定理 20.2( 欧拉洽函数求和公式）设 尖 ，…，< 是 ri 的因数，则 

+ + … + «^(^,) = n, 11361 

证明设 F(/0 =♦«) + 少 （4)+〜+<KO, 我们需要验证 FU) 总等于1我们已证 
明了对素数幂次， F( p k ) =/. 现在将 n 分解成素数幂的乘积，比如说…•不 
同的素数幂彼此互素，所以，可用 z 7 •的乘法公式计算 
F(n) =F( P /' P ， … O 

=尸(/^)/^户）… F(p/0 由乘法公式， 

…对素数幂彳( 〆)• = /， 

= rt. □ 

习题 

20.1 刘维尔函数 A (») 定义为将 分解成素数乘 积""^; 1 /^…/^,然 后令： 
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A (») =_ (- 

(设 A ( l )= l .) 例如，要计算 A (1728>， 可分解因数 1728 =2* ..3 3 ,则 A (1728) =( -1〉*° =(-1)*:-1. 
( a ) 计算下述刘维尔函数 的值： A (30)., A (504),. A (60750). 

00 使用刘维尔 A 函数定义新函数 C ( n ) : 

C (») => A ( rf .) + A ⑷ + … + AH ), 其中 d ,, 尖,•“, <是》的因数 • 

计算 C ( n ) 的值，1霉 n 霉18: 

( c ) 利用 （ b ) 中的计算（如果箝要的话，再另计算）进行 _ C ( n ) 值的猜测.对更多的 n 值验证你的猜测. 
用你的猜测求 G (62 141 689) 与 C ( 60119 483) 的值. 

( d ) 证明 （ c ) 中你的猜测是正确的. 

20.2 函数 /( n ) 满足乘法公式 

/(•»»») =/(*»)/•(»), 对所有整数 m 与 n , g C d ( m , n ) = 1, 

称 /(»> 为积性函数.例如，我扪得到欧拉函数杏 （ n ) 是积性函数（第11章），因数和函数 《 rU ) 是积 
性函数（第15章）. 

[1371 (心证 明习题 20.1 中叙述的刘维尔函数 A ( n ) 是积性函数. 

00现在假设/<»>是积性函数，定义新函萆 

< r (») ^ Ad ,) * Ad t ) +- +/(</,), 其中木 ，毛 ，…， <是》的因数. 

证明是积性函数. 

20.3 设< ，禹，…， < i , 是整除 n 的整数，包括1与 n . I 摹衣 o ■函数 < r , U ) 等于 n 的各因数的 < 次方之和， 
即 

< r ,( n ) = d \ + d ' 2 + ― + <. 

例如， o - 1 (10)= l J +2 , +5 s +10 , =130. 当然， < r ,<») 恰好是我们熟知的函数 < r («>. 

O ) 计算 <^(12) /< r 3 (10) 和的值. 

< b ) 证明 gcd < ni ., n )=_ l .时 ，= a / m ) a ,( n ). 换句话说，证明 rf , 是积性函数.如果/«与 n 
不互索，这个公式仍成立吗？ 

( c ) 在第 I 5 章我们证明了 <7( 〆 〉《.( 〆 ♦_ - l >/( p - l ). 求1( 〆 ）的类似公式，用此计算 < r 4 (2*). 

(<0函数 hU ) 是数 n _ 的不同因数的个数.对^。， （ c ) 中的公式成立吗？如罘不成立，给出 < r 0 ( 〆 ） 
的正确 公式. 用你的公式与 （ b > 求 ffl) (42 336 000) 的值. 


國 




第 21 章幂模 p 与原根 

如果 a 与 P 互素，费马小定理（第9章）吿诉我们 
a r ~' =1( mod p). 

当然，很可能的某个小幂次就与1模 同余. 例如， 2 3 = l(mod7). 另一方面，可能存在 
一些需要求出全部 P-1 个幂次的*» 的值. 例如，3的幂次模7依次给出： 

3' = 3(mod 7) , 3 2 s 2(mod7) , 3 3 = 6(mod 7), 

3" s 4(mod7) , 3 5 s 5(mod 7), 3* = l(raod7). 

因此，需要求出 3 的全部 6 个幂次，我们才能得到 1( mod 7). 

我们观察一些例子，看是否可以发现某种模式.表 21.1 列出了同余于 〖（modWWam 
最小幂次，其中素数 P=5, 7, 11，每个 a 在1与 p-.l 之间.我们可进行两项观察. 

1. 使得 a * s 1( mod p ) 的最小指辫 e 似乎 整除/ >-1. 

2. 总有一些《需要指数 p-1.' 

表 21.1 模 p 余 1 .的 a 的最小幂 ， 



因为在本章研究这种最小指数，所以给它一个名称. a 模/>的次数（或阶）指 

e,(a ) = ( 使得= l(modp) 的最小指数 e > 1). |139j 

(注意仅允许《与/>互素 .） 

参照表 21.1, 我扪看出，比如说 e 5 (2)=4, «,(.4) =3与 e u (7) =10. 费马小定理表明 
^'^Umodp), 所以得 e,( a )«p-l. 1 第一个观察是似乎整除 p-1. 第二个观察是似 
乎总有一些 a 使得 e,(<») =p-l. 我们准备验证这两个观察是正确的.由第一个开始，这是 
两个中比较容易的. 

定理 21.1( 次 数整除性质） 设 a 是不被素数 p 整除的整数，假设 a •赛 Kmod^j), 则次 
数 e,( a ) 整除 n. 特别地，次数 e/a) 总整除/>-1. 

证明次数的定义告诉我们 

a M *> s 1 (mod p ) , 
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假设 a " = 1 (mod p ). SG = g C d ( e ,( a ), n ), 并设 （ i », «；) 是方程 
e p ( a)u -nv = G 

的正整数解.（第 6 章线性方程定理说明上述方程有解 .） 现在用两种不同的方法计算<^ ( » 
(mod p ) : 

a'^" u = ( a v (*>)* •= 1'* = 1( mod p ), 

a * ,u> " = a"' G = ( a ,')' • a. G = V • a, G = o c (mod p ). 

这表明 a e = l ( mt > dp ). 但是， e p U ) 是同余于 l(mod p ) 的 a 的最小幂次， 所以必 有6> 
«,( a ). 另一方面， G = gcd ( e ,( a ), / i ), 所以 G 整除〜（ 0 )与》».特别地， C « e ,( a ). 可能性仅 
是 G = e p ( a ), 这就证明了 《,(<») 整除 n . 

最后，费马小定理（第9章）吿诉我们 / deUmodp ), 因此取 n = p - l 就得到 结论： 
e ,( a ) 整除 p -1. ' □ 

下一个任务是观察具有最大可能 次数、 U ) = P -1 的数.如果 a 是这样的数，则幂 
a , a 2 , a 3 ,--- , a r ^ ,« ,_2 . a ” 1 ( n}od p ) 

必须都是模 P 不同的.（如果幂不是全不相同，则对某指数 l « i </ 矣 ？-1有乂=«^( 11 1 0 (10), 这意 
味着 a ^ = l ( m 0 dp ), 其中指錄 /- i 小于 p -1.) 这样的数对我们来说是很重要的，为此给它 
起个名字. 


具有最高次数气 （d = p - l 的数 g 称为模 p 的原根. 


回顾 p =5, 7, 11 的表 21.1, 我们看出 2 与 3 是模 5 的原根， 3 与 5 是模 7 的原根 ， 2, 
6, 7 与 8 是模 11 的原根. 

下面，我们得到本章最重要的结果. 

定理 21.2( 原根定理）每个素数 p 都有原根.更精确地，有恰好 < Kp .- l 〉 个模 p 的 
原根. 

例如，原根定理说明有中 （10) =4个模11的原根，果然可得模11的原根是数2, 6, 7, 
8. 类似地，定理说明有 ♦(36) =12个模37的原根，有 < K 卯06〉=3024个模9907的原根 • 
事实上，模37的原根是 12个数2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, .22, 24, 32, 35. 我们不 
会用许多版面列出模9907的3024个原根.原根定理的一个缺陷是它没有给出求模 p 原根的 
具体 方法. 我们能做的是逐个检査 a =2, o =3, o =5, 0=6,直到求得使得 e , U ) = 
j ?- l 的 a 的值.（你知道为什么4不可能是®根吗？）然而，一旦求得模 P 的一个原根，就不 
难求得 所肴其 他原根（见习题 21. 6). 

原根定理的证明我们使用数论中最有效的技巧之-计數来证明原根定理.你可 

能想知道计数为何如此有效.毕竟，这是在幼儿园教的最初几件事之一 e , 我们所做的是取 
—个 数集. 角两种不同方法数这个集合有多少 个数. 用两种不同方法计数，然后比较结果的 


© 这是 ••我 箱要知道的每件事都根植于 幼儿闶 所学的知识"的又一例证，虽然证明数论中的定理不太可能是 Robert 
Fulghuro 写书时想到的基本技能 之一. 
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这种思想广泛应用于数论（实际上所有数学领域）中. 

对1与 P -1 之间的每个数 a ， 次数 e p («) 整除 p -_ l . 所以，对整除 P -1 的毎个数 rf ， 我 
们也许会问有多少个 a 其次数 '(<0 等于 rf. 记这个数为少 （<0. 换句话说， 

< Hd ) = ( 使得1 ：£ « < p 且 e p { a ) = d 成立的 a 的个数）. 

特别地，0( P -1)是模 P 的原根的个数• 

设《是整除 P -1 的任何整数，比如说； >- l = nfc . 则可将多项式 V 1 -1 分解成 
x p -' - 1 = X' k - 1 . 

= U ')* -1 

= ( X ' - 1)(( JT )*- 1 + ( JT )*- 2 + ... + ( X ") 1 * X " + 1). 

我们数一下这些多项式模 P 有多少个根. 

首先，注意到 

X r -' - 1 * 0 (mod p ) 恰好有 p - 1 个解， 

因为费马小定理告诉我们尤=1, 2, 3 ，…， p -1 是所有解.另一方面， 

A '" - 1 s 0( mod p ) 

至多有 n 个解，且 _ 

(r)*-' + (r)*- J + - + r +1 s o( mod p) 

至多有 个解. 更一般地，如果 f ( x ) 是整系数 D 次多项式，则同余式 fd )®0 (mod 
P ) 至多有0个解.我们将这个事实留作习题供读者证明. 

因此我们得到 

广 -i = (r - 1) (( r *)*- 1 + ⑺*- 2 + … +jt + 1). 

至多有个极 ’ 

使上式成立的仅有方法是; r -1 模 p 恰好有 n 个根，因为否则.的话右边没有足够多的根.这 
就证明了下述重要 事实： 


I 如果 n 整除/ >-1,则同余式 r -1 曰0(1»1 0 {| ； >)恰好有7 1 个根满足0在尤<尸. 


现在我们用不同方法计数 1=0 (mod P ) 的解的个数.如果 X = a 是解，则《»" = 1 ( 1 « 0( 1 ? >， 

因此由次数整除性定理得到 e ,( a ) 整除 n . 如果观察； i 的因数，且对 ii 的每个因数 < 我们取 
使得 e , U ) = d 的那些 a , 则可得到同余式： T -1=0( mod p ) 的所有解.换句话说，如果 
d lt d , 是 n 的因数，则1"-1=0(1110<^>的解的个数等于 

4 >( d ,) + ^{ d t ) + ― + lf ( d r )- 

于是，我们用两种不伺方法已数出 f - l =0( m O d P ) 的解的个数.首先，证明有 n 个 
解; 其次，证明有少（4) +少（4) +… + fU ,) 个解.这两个数必然相同，所以仅仅通过计 
算解的个数便可证明下述优美的 公式： 

设 n 整除 p -1, 且设 d ,, 尖，…， 屺是 / i 的因数，其中包括1与1».则 
4 >( d ,) + 屮(毛> + …+ i //{ d r ) = n . 

这个公式看起来很熟悉 .， 它恰好与第20章证明的欧拉♦函数公式相同.我们现在利用伞与 
屮均满足这个公式的事实来证明少与少实际上是相 等的. _ 
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我们的第二个观察是 <KU =1与屮 (1) =丨，所以对 n = i 证明完成.下面证明当II = 9 
是素数时， 4>{q) =!/>(g). 的因数是1与9,所以 

<l>(g) + 4»(1) - q ~ 中 （q 、 + 少 （1). 

但是，我们已知</>(丨）=於（1) =1，因此两边减去1得 4*(?) =少 (9). 
n=9 2 的情况如何证明呢？ 9 2 的因数是1, «/与 <7 2 ,因此 

<Hq 2 ) + ♦“) ■+ ♦⑴=9 2 = iffiq 1 ) +.少(_9) + 少 (1). 

但是，我们已知中(<7)=少(？）与中（1)=少0>,因此从两边消去它们得4»(9 2 )=中（〆）. 

类似地，如果对两个不同素数 9| 与9 2 有》=9,,9 1 ，则 n 的因数是1, 9| ， 幻与 这 
就给出 

</>(?1?2) + <<>(9i) + + 4>(1) = q,9i = f(9i9 2 )' + 少 （ 9i) + + ^(1). 

消去已知相等的 项得小 U 而） =^(g l9j ). 

通过从小的 n 值到较大的 n 值的研究，说明了对每个 n 证明杏(幻=少(》»)的思路.更正式 
地，我们可给出一个归纳 证明. （为了另一种归纳证明，也许要回顾第7章算术基本定理的证 
明 •） 所以，假设对所有整数 <i<n 已经证明了* Kd) =^(rf), 我们尝试证明 4>(rt) =〆》).通 
常设 d,, <,•••，义是/*的因数.这些因救之一是 n 自身，所以重新标记它们，也可假设 
d t =n. 使用+与0的求和公式，我们求得 

4>(») + 4*(^2) + + …+ 4>(d r ) =»=〆!》>+ ^(d 2 ) + f (rf 3 ) + …+ 中 (d r ). 

但是，所有数尖，尖 ，…， rf, 都严格小于;》,所以，由假设可知对每个 i =2, 3, 

♦(<)= 屮 (<)• 这说明我们可从等式两边消去这些值，从而得到所期望的等式如"〉=少(》). 

概括地说，我们已证明对整 _P-1 的每个整数 n, 恰好有 4>U) 个数 a 使得 '( a 〉= n . 
取可知恰好有啫 ( p-1) 个数 a 使得=/»-1_但是，满足士/>-1的 a 
是模 P 的原根.因此就证明了有中 (P-1) 个模 P 的原根.由于数总是至少为1,所 
_以我们得到每个素数至少有一个原根.这就完成了原根定理的证明. □ 

原根定理告诉我们有许多模 p 的原根，事实上，确切地讲有个.令人遗憾的 
是，该定理根本就没有给出关于哪些具体的数是原根的任何信息.假设我们转向有关问题， 
固定数 a, 问哪些素数 p 使得是原根.例如，对哪些素数 p, 2是原根呢？原根定理没有吿 
诉我们任何相关信息！ 

下面是 2 到100的所有素数的次数 e,(2) 的列表，为节省 耷间， 在此将〜(2>写成 e ,. 


e 3 =2 

e 5 =4 

e 7 =3 

=10 

«i3 = 12 

=8 

e i9 - ^ 

.«2S =U 

e 29 =28 

e 3l =5 

e 37 =36 

«4,=20 

e 43 =14 

e 47 =23 

e 53 = 52 

e 59 =58 

e 6l =60 

e 67 -66 

e 7l =35 

e 73 =9 

e 79 =39 

e 83 = 82 

e, 9 =11 

«97 = 48 


观察这个表可知2是下述素数的 原根： 

p = 3,5,11,13,19,29,37,53,59,61,67,83. 

你发现什么，模式了吗？如果没有，别泄气，还没有人发现简单的模式.然而，20世纪20年 
代阿廷 （Emil Artin ) 提出下述猜想. 
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猜想 21. 3《阿廷猜想）有无穷多个素数 P 使得2是模 P 的 原根. 

当然，再没有比数2更特殊的了，所以阿廷提出下述猜想. 

猜想 21.4( 广义阿廷猜想）设整数《不是完全平方也不等于-1，则有无穷多个素数 /) 

使得 a 是模/>的原根. 

虽然近几年对阿廷猜想的研究已有许多迸展，但阿廷猜想仍没有解决.例如，1967年 
C . Hooley 证明: 如果被.称为广义黎曼假设的猜想成立的话，则广义阿廷猜想也 成立. 引人 
注目的是，1985年 R . Gupta 、 M . R . Murty 与 R . Heath - Brown , 证明广义阿廷猜想至多有3个两 
两互素的反例.当然，《的这3个被公认的“坏值”可能不存在，但是，还没有人知道如何证 
明它们不存在.也没有人能证明《 =2不是坏值，所以阿廷最初的猜想还没有被证明. _ 

习题 

21.1 设/>是索数. 

(a)l +2 + 3+.” + ( /> -l)(modp) 的值是什么？ 

<b)l 2 +2 2 +3 2 +…+</»-0 2 <1110 ( ^)的值是什么？ 

(c) 对任何正整数 A， 求1 4 +2 4 +3 4 +… +(p-r 广 （modp) 的值，证明你的答案是正确的. 

21.2 对任何整数^与饥， gcdU, m) =1,设〜 U) 是使得 a ^l(mad m) 的最小指数 01. 我们称~(«) 

为^1模|»的次数. 

(a) 计箅下述％ (a) 的值： 

(i)e,(2) (ii)e ls (2> (iii)e l6 (3) (iv)e l0 (3) 

(b) 证明 tU) 总是整除伞 （m). 

21.3 在本习題中将研究奇数饥的％(2)的值.为节省空间， 将& (2) 写成因此对于本习题，％是模 
m 余1的2的最小幂次. 

(a) 对每个奇数计算 e„ 的值. 

(b) 下面的列表给出了 3与149之间所有奇数的~的值（除在 （a ) 中已做的外）. 

«3 =2 «5 =4 e 1 =3. e 9 =6 e„ = * * c, 3 = ♦ * c ls = * * 

e l7 - * * e, 9 = * * e 2l =6 = 11 =20 «„ = 18 e 29 =28 

« 31 =5 e 33 = 10 e 35 = 12 e l7 =36 e 39 = 12 e 4i =20 e 43 = 14 

c 45 = 12 e 41 =23 e 49 = 21 c 51 = 8 c 53 =52 c J3 =20 e „ = 18 

«59 =5S e 61 =60 =6 c w =12 e 67 =66 =22 c 7I =35 

«73=9 =20 e r =30 e n =39 c 81 =54 e w = 82 e„ =8 

e i7 =28 e w =11 e 9i = 12 e„ = 10 =36 e 91 =48 =30 

e ioi = 100 «io 3 = 5 J Cjm = 12 e l07 =： 106 e 晰 = 36 e nj =36 e ll3 =28 

e ll5 =44 e„ 7 = 12 =24 e l2t =110 « 123 =20 c 123 =100 e l27 =7 

= 14 « m = 130 e m = 18 e l3S =36 e t „ =68 e m = 138 e I41 =46 

e u3 = ^ e 143 =28 c l47 =42 e l49 = 148 

只要 gcd(m, n)=l, 便可使用这个表，求 （即猜 测）用&与 \ 表示的^的公式. 

(c) 用 （b) 中猜测的公式求 e lltt7 的值.（注意11 227 = 103 • 109.) 

(d) 证明你在 （b) 中猜测的公式是正确的. 

(e) 由表格猜测用 P , A 表示的 V 的公式，其中 P 是奇 素数. 用你的公式求的值.（注意 



[1461 (0 你能证明 （e) 屮猜测的 V 的公式是正确的吗？ 

21.4 (a) 求棋13的所有原根 • 

(b) 对整除12的每个整数 A 列出满足1矣《<13与 e 13 (c») 的 a. 

21.5 (a) 设 F(X) _ 2 十… +4D-J + 夂是多项式，其系数心， 七 是整数.设 

素数，证明同余式 fU)-0(nu>(i P ) 至多有 D 个解满足0矣 
(b) 同余式 ^ +5AT 3 + 4 X 2 -6^-4^0(mod 11 ) 有多少个解满足0名欠< 1.1? 有4个解，或有少于4个 
解吗？ • 

.(c) 同余式， -l=0( mo d8) 有多少个解满足0名尤<8?由于存在多于两个解，为什么没有说明 （a) 
是不正确的？ 

21.6 (a) 如果 g 是模37的原根，则数〆，〆，…，〆中哪些是模37的原根？ 

(b) 如果 g 是模 p 的原根，给出一种容易使用的法则，以确定〆是否是模/，的原根，并证明 你的陡 
则是正确的. 

(c) 假设客是模素数/»= 2〗 169的原根 • 使用 （b) 中的法则来确定〆，〆 ，…，中的哪些数是模 
21 169的原根 • 

21.7 (a) 求小于20的所有素数，使得3是其原根. 

(b) 如果你了解编写计算机程序的原理，求小于100的所有索 数，. 使得3是其原根. 

21.8 如果《=〆是完全平方数， p 是奇素数，解释 a 不可能是模 p 的原根的原因. 

21.9 设/>是素数， ft 是不被 p 整除的数，6是有模 P 的 A 次根的数.求6模 P 的 A 次根的个数公式，并证 
明该公式是正确的.（提 示： 公式仅依赖于/>与I不依赖于 6.) 

U21. 10编写程序计算气 （ a ), 这是使得 a、l.(modp) 的最小正指数 e. (确信使用事实 ：如果 对所有1❺< 
p/2 有〆 醻丨 （modp ), 则自动等于 p-1.) 

A 21. 11编写程序，求给定素数 P 的最小原根.制作100与200之间所有素数的列表，使得2是原根. 
fl21. 12编写程序，使得输入（整系数）多项式/(X)和数 m, 输出同余式 

/U) = 0( mod m) 

[1471 的所 有解. （不是空想，令 X=0, 1, 2,…， m-1， 看看哪些值是解 .） 

21. 13如果 a 与 m, «都互素，且 gcd(m， «> - 1,求用与\(«)表示的、 （<») 的公式 ♦ 

21.14 对任何数 m>2( 不必是素数），我们称 《是模 m 的原根，如果同余于 U mod m) 的 g 的最小幂次是 
换句话说，如果 gcdU ， 巩 ）=1 且对所有幂饥）有 〆则 g 是模 m 的 

原根. 

(a) 对每个数2霉 m 霉25,确定是否存在模 m 的原根.（如果你有计算机，对所有 m<50, 在计算机 
上做相同的事情 .） 

(b) 使用 （a) 的数据，猜测哪些 m 有原根，哪些 m 没有原根. 

(c) 证明 （b) 中的猜测是正确的. 


_ 


第 22 章原根与指标 


模素数 p 的原根&的优美体现在每个模 p 的非零数以 g 的幂次出现.所以，对任何数 
< p , 我们可选择幂 

g , e 2 , g ^ , e *, — , g f " 3 , g f ' 1 

中恰好一个与 a 模 p 同余.相应的指数被称为以 g 为底的《模0的 指标. 假设/»与$已给 
定,则记指标为 /(<»). 

-例如，如果使用模13的原根 .2 为底，则因为2 4 =16 s 3( m 0 d 13), 所以/<3) =4•类似 
地，由于妙 = 512 s 5 (mod 13), 因此 /(5)=9. 为求任何特定数的指标，如7,只需计算幂 
2, 2 1 , 2 3 ,… (mod 13), 直至得到与7同余的数. 

另一种方法是制作2模13的所有幂的表格.然后，可由表 


/ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 1 

11 

12 

l^mod 13> 

2 

4 

8 

3 

6 

12 

1*1 

9 

5 

10 

7 

1 


得到所要的任何信息.例如，为求/( II ),我们搜寻表的第二行直到找到数11，则指标 
/( II ) =7可从第一行得到. 

这揭示了排列更有用的数据的另一种方法.我们所做的是重排这些数使得第二行按照1 
到12的次序排列，然后，交换第一行和第二行.这样得到的表的第一行具有 i 到 i 2 的次 
序，其下面的每个数是它的指标. 


/(a) 




这样，很容易找出任何已知数的指标，如/(8) =3和/(10) =10. 

过去，数论学家编写指标表用于数值计算 e . 下述定理凸显指标对计算很有用的理由. 
定理 22.1( 指标法则） 指标满足下述法则： 

( a ) /(«6) =/( a ) +/(4) (mod p -1) [柬积法则] 

( b ) /< o ')^ W («)( modp - l ) [幂法则] 

证明考虑到 g 是原根，这些法则基本上可由通常的指数定律导出.因此，要证明 
( a ), 我们计算 

这意味着 〆 ( w www < l > sl ( modp ). 但客是原根，所以/(«6) -/(<») -/(6 J 必是/>-1 的倍 
数.这就完成了 （ a ) 的 证明. 要证明（!>)，我们进行类似计算， 


© 1839年，雅可比出版《标准算术其中包含小于1000的所有素数的指标表.史近地，由 
W«l«m 与 Miller 编写的包含了直到 MOM 的所有素败的 ffl 标表在 1?68年由设在剑桥大学的英 H 皇家学会出版. 
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? ，( * ，) - a 4 - (^)* -^(modp). 

这蕴涵 " i ) - W ( a ) 是 p -1 的倍数，这就得到 （ b ). 口 

最常犯的错误之一是在指标计箅中将模 P - 1替换成模 P 来简化.要牢记指标如指数那 
样出现，费马小定 理中的 指数是 P -1 而不是 〆 
圆 I 总 ji 通过模 P -1 来简化指标 . I 

下面简要解释一下如何使用指标法则与指标表来简化计算和解同余式.为此，下面给出 
了素数 p=37 、 底为 g=2 的指标表： 


以2为底的模37的指标表 


wmm»ma 

KM 

wmma 

wm 

mmmm 

■■ 

wm 

B1 

■a 

■a 

wm 

wm 

ma 


pzBiga— 

mm 

mama 

mm 

mmmm 

■ES 

mm 

EH 

M：m 

■3 

EH 

■n 

MM 

maam 


mm 

mmwm 

mm 

MMMM 

mm 

d 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

iEI 

EilM 


K3 

OIE1 

MM 

■9EI 

mm 

E3I 

wm 

El 

mm 

K» 

mm 

wm 



如果要计算23 • 19 (mod 37), 不是乘23与19,而是可以相加它们的 指标. 因此， 

/(23 - 19) = /(23) + /(19) s 15 + 35 * 50 s 14 (mod 36). 

注意计算模 P -1, 此时为模 36. 观察表求得/(30) =14,从而得到23 • 19^30 (mod 37〉的 
结论. 

“稍等”，你可能断言，“使用指标计算乘积23 • 19( mod 37) 很费事•”用19乘23,用37 
除积得余数，这样会更容易些.有一些用指标计算幂会更有力的情况.例如， 

/(29 14 ) = 14 . /(29) = 14 • 21 = 294 6 (mod 36). 

由表得/<27)=6,从而 29 u =27( mod 37〉. 在此，数29»有21位数，所以我们不想手工计 
算29 14 的精确值，而是用模37简化.另一方面，我们知如何使用逐次平方法（第16章）快 
速计算 29 u ( mod 37). 指标实际上有那么有用吗？答案是指标表不但对直接计算有用，而且 
是解同余式的有效工具.我们给出两点说明. ’ 

第一个例子，考虑同余式 

I 9 x « 23 (mod 37). 

如果 * 是解，则 19* 的指标等于23的指标.使用乘积法_再借助指标表，我们可计算 
/(19*) =/(23) 

/(19) +/(#) -/(23 )(mod 36) 

35 + /(*) =15 (mod 36) 

[1511 /(*)' 费 - 20 = 16 (mod 36). 

因此，解的指标是 /(*) =16,再査表可求得 * = 9 (mod 37〉.你应该把 19* s 23 (mod 37) 的 
_个解同第8章叙述的更繁琐的方法相比较.当然，指标方法不可行，除非你有已编篡好的 
指标表，所以第8章的线性同余定理肯定不是绝对的. 

第二个例子，我们解一个问题，这个问题直到现在仍需要大量的冗长计算.求同余式 
3* 30 ^- 4 (mod 37) 

的所有解.由取两边的指标开始，使用乘积法则与幕法则. 
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/(3，） = 1 ( 4 ) 

1 ( 3 ) +30/(*) =/(4 )(mod 36) 

26 + 30/(*) =2 (mod 36) 

30/(*) =-24 = 12 (mod 36). 

所以，需要解同余式 30/(*)=12( mod 36) 的 /(*>. (提醒：两边不要除以6以得到 5/(*) s 
2( mod 36), 否则会丢失一些解 .） 在第8章我们学习了如何解这种同余式.一般地，如果 
gcd ( a , m ) 整除 c , 则同余式 o * = c(mod m ) 有 gcd ( a , m ) 个解，否则没有解.在此种情况 
下， gcd (30, 36) =6确实整除12,所以应该有6个解.使用第8章的方法，或者只是用尝 
试法，我们求得 


30/(*) = 12 (mod 36) 

的 

/(*) = 4,10,16,22,28,34 (mod 36). 

最后，由指标表得到*的对应值 

/(16) =4, /(25) =10, /(9) =16, 

/(21) =22, /(12) =28, /(28) =34. 

因此，伺余式3* 3 ° =4( mod 37) 有6个解，即 

* = 16,25,9,21,12,28 (mod 37). 

很容易叙述使用指标的计算优点，指标法则将乘法转换为加法，将指数转换为乘法.这 
毫无疑问是相似的，因为恰好与对数满足的法则 

log ( oi ) = log ( o ) + log (6) 与 log ( a *) = klog ( a ) 

相同. 由此，指标也被称 为离散 对数. 正如廉价计算器普及的年代用对数表进行计算那样， 
在数论中用指标表进行计算.当今，由于台式计算机的广泛使用，已很少使用指标表进行数 
值计算，但是指标仍作为一种有用的理论工具. 

然而，离散对数在现代密码学中扮演着重要的 角色. 假设给定一个大素数 p 以及模 p 的 
两个数《与丨 离散对数问題 （ DLP ) 是求指数 JI 使得 
g * = a ( mod p ). 

换句话说，离散对数问题要求以*为鹿的 a 模 p 的指标.正如在第16章看到的，如果已知客 
与则计算 〆 （mod p ) 要容易得多.然而，如果 p 很大，则在已知 〆 （mod p ) 的值时很难求 
得 A 的值.可用这种二分法构造公钥密码体制，它类似于用分解大数的困难性来构造第18 
章的 RSA 密码 体制. 我们在习题 22. 6中叙述一种这样的结构. 


习题 


22.1 用模37的指标表求下述同余式的所有解. 
{«)12*=23( mod 37) 

< b )5 * H = 18 (mod 37) 

< c )* l, = ll(mod 37) 

( d )7* 20 =34 (mod 37) 
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22.2 ( a ) 使用原根3创建模17的指标表. 

( b ) 用你的表解同余式 4^ = ll(mod 17). 

( c ) 用你的表求同余式 5 x 6 i 7( m 0 d 17) 的所有解. 

22.3 ( a ) 如果《与6满足 d 6 = l ( modp ), 那么指标 /( d ) 与/(6)的相互关系如何？ 

( b ) 如果 a 与6满足 a + 6 -0 (mod p ), 那么指标 / U ) 与 1 ( b ) 的相互关系如何？ 

_ 、 .（ c ) 如果 a 与6满足 a +6 = l ( m 0 d P ), 那么指标 /( a ) 与/(6)的相互关系如何？ 

22.4 ( a ) 如果 A 整除/ >-1, 证明同余式 * 4 = l ( m O d /0 恰好有 ft 个旗；!的不同解. 

( b ) 更一般地，考虑词余式 

x k — a(mod p ). 

寻找使用 p , A 的值与指标 /( a ) 确定这个同余式有多少解的简单方法. 

( c ) 数3是模素数1987的原根.同余式 * m =729 ( mo d 1987) 有多少解？（提 示： 729 =3 6 . ) 

A 22 * 5 编写程序，使得输人素数厂模 P 的原根 K 和数《，输出指标 /(«>• 使用你的程序制作素数 p =47 与 

原根$=5的指标表. 

22.6 在本习题中，我们叙述被称为 ElGamal 密码体制的一种公钥密码体制，它是以解离散对数问题的困 
难性为基础的.设/>是大素数， g 是模/>的原根.下面是 Alice 如何创建密钥和 Bob 如何给 Alice 发送 
' 信息的. 

第一步，为 Alice 埭取一个数 A 作为她的密钥 • Alice 计算数她公开数 a , 这是 
Bob (或其他人）用来给 Alice 发送信息的公钥. 

>7* 现在假设 Bob 要给 Alice 发送信息 m ， 其中 m 是2与 p - 1之间的数，他随机选取数 r 并计算两 

个数 

e , = ^ r ( mod p ) 与 e i = ma (mod p ). 

Bob 发送给 Alice 数对 U ,， e 2 ). 

最后， Alice 需要解密信息：她首先使用密钥 A 计算 (: _<( nu ) dp ). 接下来她计算 u ，， 1 < mad p ). 
( 即她使用第8章的方法解 cu = 1 (mod p ).) 最终她算出 vmue 2 ( modp ). 我们可通过公式 

v = « 2 • («, A )"'( mod />) 

综述 Alice 的 计箅. 

( a ) 证明当 Alice 完成计算时，她计箅的数〃等于 Bob 的信息 m . 

( b ) 证明如果有人了解如何解素数 p 和以 g 为底的离散对数问题，则他可读出 Bob 的信息 • 

3122.7 对本习题，使用习題22.6叙述的£1^»11^1密码体制. 

(心 Bob 要使用索数 P = 163 841和以 g =3为底的 Alice 的公钥《= 22695给她发送信息 m = 39 828•他 
选择使用随 机数/ * = 129 381. 计算他发送给 Alice 的加密信息 （ e ,, « 2 ). 

_ ( b ) 假设 Bob 发送相同的信息给 Alice , 但是，他选择/•的不同值.密码电文会是相同的吗？ 

( c ) Alice 已选取素数380 803且以 g =2为鹿的密钥 A =278 374. 她收到 Bob 的信息（由三个信息段组 
成） 

(61 745,206 881), (255 836,314 674), (108 147,350 768). 

解密信息，并使用第18章的数 字一字 母转换表将它转换成字母. 


圆 



第 23 章模 p 平方剩余 


我们已经知道如何解线性同余式（觅第8章） 

ax — c '( mod m ) , 

现在要考虑更重要的二次同余式方程.在接下来的三章中，我们致力于回答下述类型的 
问题： 

• 3是否与某个数的平方模7同余？ 

• 同余式* 2 = -Uniod 1‘ 3 )是否有解？ 

• 对哪些素数 P ， 同余式 * 2 =2( modp ) 有解？ 

对前两个问题，我们可以立即作出回答.要检验3是否与某个数的平方模7同余，只需 
先分别计算出数0~6的平!方，再约化模7,然后检査约化后的数中是否有 3. 于是 
0 2 =0( mod 7) 

I 2 = 1 (mod 7) 

2 5 =4( mod 7) 

3 J = 2 (mod 7) 

4 2 = 2 (mod 7) 

5 2 = 4(mod 7) 

6 2 s 1 ( mod 7 ). 

我们看到 3 不会与某个平方数模 7 同余.类似地，如果计算出数0~ 12的平方，再约化模_ 
13,我们会发现同余式 13) 有两 个解： *=5 (mod 13)和*爸8(11««1 13> e . 

像通常一样，我们需要先看一些数据，然后才能开始寻找模式并做出猜想.对 P =5, 

7, 11和13,下面的表格给出了模;》的所有平方剩余 • 



© 在19世纪的很长一段时间内，数学家们对数■/1这个概念感到很不安.现在的称呼"虚数"仍然反映了那种忧 
虑.但是，如果考虑棋，比如棋13,那么了躭没有任何神秘之处了.亊实上，5和8都是 - 丨棋13的芈 
方根. 
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从这些表中，我们可以明显看出一些有趣的模式.例如，每个平方剩余 (0 除外）似乎恰 
好出现两次.比如，对模11, 5是4和7的平方剩余，而对模13, 3是4和9的平方剩余. 
事实上，如果我们从中间折叠每张表，作为平方剩余的数字在最上端和最下端是相同的. 

如何用公式描述这个模式呢？我们说数6的平方剩余与数 p - 6的平方剩余是模 p 相同 
的.事实上，我们已经用公式表达了个模式，它是很容易证明的.即 
fl 5 T | (p - b ) 1 = p 1 - 2 pb + 6 2 s fc 2 ( mod p ). 

因此，如果要列出模的所有（非零）平方剩余，只需计算出其中的 一半： 
l z ( mod p ) ,2 *(mod p ) ,3 2 (mod p ) ,••• ( mod p ). 

我们的目的是发现模式，以便用来区分模 p 的平方剩余与非平方剩余.最后，将会导出 

整个数论中最漂亮的定理之--二次互 反律. 但是，首先要给我们所要研究的数指定一些 

名称. 


与一个平方数模 P 同余的非零数称为模 p 的二次剩余.不与任何 一个平 方数模 
P 同余的数称为模 P 的 （二次） 非 剩命. 我们将二次剩余简记为 QR , 而二次非剩余 
简记为 NR . 与0模 P 同余的数既不是二次剩余，也不是二次非剩余. 


我们用表格中的数据为例来说明这些术语： 3和12是模13的 QR, 而2和5是模13的 
NR. 注意： 之所以2和5是 NR, 是因为2和5不在模13的平方剩余列表中出现.模13的 
所有 QR 的集合是|丨，3, 4, 9, 10, 12|,所有 NR 的集合是丨2, 5, 6, 7, 8, 111.类似 
地，模7的 QR 的集合是2, 41 ,而模7的 NR 的集合是|3, 5, 6|. 

注意到模13的二次剩余有6个， t 次非剩余有6 个； 模7的二次剩余有3个，二次非 
剩余有3个.利用已经得到的式子 (p-6) 2 S 6 2 (in 0 d P ), 我们可很容易地证明模任意（奇） 
素数的二次剩余的个数与二次非剩余的个数是相等的. 

定理 23.1 设 p 为一个奇素数，則恰有^■个模 p 的二次剩余，且 恰有^ ■个模 P 的二 
次非剩余. 

证明二次剩余是非零数，它们是模 p 平方剩余，因此它们是下面这些数： 

1 2 ,2V ■•’ (p-l 〉 2 (n»odp〉.. 

但是，我们前面已说明，只需计算到一半， 

l'2V. ， (e^l) 2 —dp 〉， 

因为如果计算出余下的平方剩余 

[T5FI ( Pm 2 - 2) J ,(p - 1)*(mod p ) , 

则会出现与前面顺序颠倒的相同的数.因此，要证明恰好有$个二次剩余，只需验证 I 1 , 
2 \ (+) 2 模 P 是两两不 同的. 
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假设 fe , 与卜都是1到^^^之间的数，且满足6!*以>11<«1/>).我们要征明 6,=^. 条件 
6卜 M ( modp ) 说明 

P 整除 W = (6, -6 2 )(6, +6 2 ). 

然而，6,+6 2 是2到 p -1 之间的数，因此不可能被 p 整除. 故 p 必整除6,-匕，但是丨\ - 
fc 2 l <( p - l )/2, 野以 fc ,-6 2 可被 p 整除的唯一方式只能是6, 这就证明了 I 1 , 2 2 ,…， 

模 P 是两两不同的，因此恰好有 2 个模 P 的二次剩余.现在只需注意到1到/ >-1 

之间有 P -1 个数.如果它们中的一半是二次剩余，则剩下的另一半必是二次非剩余. 

假设取两个二次剩余并对它们作乘积，那么得到的是一个 QR 还是一个 NR ， 或者有时 
得到 QR 有时得到 NR 呢？例如，3和10是模13的 QR ， 它们的积3 . 10 =30 s 4 (mod 13〉也 
是模13的 QR . 事实上，对这个问题不需要计算便有明确的答案，因为两个平方数的乘积一 
定是平方数.我们可以给出如下的正式证明.假定<»,， a 2 都是模 p 的 QR , 即存在数6,和6 2 , 
使得 a , 费 g ( modp ), a ^ bKmodp ). 将这两个同余式相乘，得到〜<» 2 运 ) 2 (mod p ) ，此 

即表明 a , aj 是一个 QR . 

如果对一个 QR 和一个 NR 作乘积，或是对两个 NR 作乘积，那么情况就不像上面那样 
明了.下面是一些例子，其中采用了前面表格中的 数据： 


s3(mod 7) 

■ 8( mod 11) 

■ 7( mod 13) 
b 5( mod 13) 


NRxNR«?? (mod p) 


3x5ol( mo d7) 

QR 

6 x7»9(mod 11) 

QR 

5xll«3(mod 13) 

QR 

7 xIlsl2(mod 13) 

QR 


因此，将一个二次剩余与一个二次非剩余相乘，似乎得到一个二次非剩余，而两个二次 
非剩余的乘积似乎是一个二次剩余.若用符号表示，可以写成 

QR x QR = QR, QR x NR = NR, NR x NR = QR. 

我们已知第一个关系式是正确的.在验证另两个关系式之前，我们先讨论一下原根与二次剩 
余的关系. 

设 g 是模 P 的一个原根.原根定理（第21章）确保了这样的原根的存在.那么 g 的幂 
^ g , g 2 , g 3 , ••- ,^" 3 

给出了模的所有非零剩余.我们知道其中的一半是二次剩余，另一半是土次非剩余.如何 
确定哪些是二次剩余，哪些是二次非剩余呢？ 

当然， 〆 是一个 QK , 因为它显然是一个平方数.类似地， 〆 是一个 QR , 因为它等于 
( g 1 ) 2 , / 是一个 QR , 因为它等于（*) 2 .继续这种计算，我们会看到 g 的每个偶次幂（比 
如 〆 *) 是一个 QR , 因为它等于由此可知，客的偶次幂确实是一个 QR . 

在《， 〆 ，_•_,中，恰有一半是偶次幂，另一半是奇次幂.注意到恰有个模 p 
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的二次剩余，因此， g 的偶次幂必定给出了所有的二次剩余.剩下的数，即 g 的奇次幂，必 
定是二次非剩余气 

下面用另一种方式来 叙述. 回想一下， a 模 P 的指标（对原根 ff ) 是指满 足性质 
(mod p ) 的幂 /(«»>. 因此，若 a 与 g 的偶次幕同余，则 a 的指标是偶数，若^与客的奇数幂 
同余，则<»的指标是奇数. 



利用二次剩余与二次.非剩余的这种描迷，可以很简单地证明二次剩余的乘法法则 • 

定理 23. 2{二次剩余乘法法则 一 版本 1) 设为奇素数，则 

( i ) 两个模 /> 的二次剩余 的积. 是二次剩余. 

( ii ) 二次剩余与二次非剩余的积是二次非剩余. 

( iii ) 两个二次非剩余的积是二次剩余 • 

这三条法则可用符号表示 如下： 

QR x QR = QR , QR x NR = NR , NR x NR = QR . 

证明对与 p 互素的任意两个数 d ., 6, 由指标的乘积法则（第22章)知 
H '60 l 7( a 6) = 1 ( a ) + 1 ( b ) (mod p - 1 )• 

注意到/ >-1 是偶数，因为我们已假定是奇素数.从而有 

I ( ab ) = 1 ( a ) +/(6)(mod2). 

(换句话说，因为 P -1 整除 /( a &) -/( a ) -/(6),且/ >-1 是偶数，所以2整除/(姑）- 
/ U ) - 1 ( b ). ) 下面对 a , fc 的取值分三种情形进行讨论. 

( i ) 若 a 与6都是二次剩余，则 /( a ) 与/(6)都是偶数，琴此 

l ( ab ) as I ( a ) + 1 ( b ) s 0 + 0 = 0(mod 2). 

故 /( d ) 是偶数，从而 <*6 是二次 剩余. 

( ii ) 若 a 是二次剩余，6是二次非剩余，则 /( a ) 是偶数，/(6)是奇数，因此 

l ( ab ) = 1 ( a ) 1 ( b ) m 0 + 1 = 1 (mod 2). 

故 /( 沾）是奇数，从而必是二次非剩余. 

( iii ) 最后，若 a 与6都是二次非剩余，则 /( a 〉 与/(6)都是奇数，因此 

l (. ab ) ~ /( n ) + 1 ( b ) s 1 + 1 = O(.mod 2). 

故 /( d ) 是偶数，从而 at 是二次剩余. □ 

以上我们证明了二次剩余的乘法法则，现在观察下面的 公式： 

QR x QR = QR , QR x NR = NR , NR x NR = QR . 

这些法则会让你想考什么吗？如果没有，下面是一个提示.假定用数字代替符号 QR 与 
NR ， 什么数字会有^呢？对了，符号 QR 如同+1而符号 NR 如同 -1. 注意到有点神秘的 
第三条法则 —— 两个二次非剩余的乘积是一个二次剩余，这反映了同样神秘的法则 （-1) x 


e 眵去所有的二次剰余后，*下的败，无论多么不可能，都必定是二次非剩余！ 
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(- 1 ) = + 1 ®. 

勒让德 （ Adrien-Marie Legendre ) 观察到 QR 与 NR 的性质同 +.1 与 - 1的性质类俾，于是 
他引人了下面非常有用的符号. 


模/ •的 勒让德符号是 


例如，采用前面表格中的数据，有 


若 a 是模/>的二次剩余， 
若 a 是模/>的二次非剩余. 


( h )- 1 ' (耑一 1 ， ( f ) =1 * (+) = _ 


利用勒让德符号，二次剩余的乘法法则可用一个公式表出. 

定理 23.3( 二次 剩余乘法法则——版本 2) 设/>为奇素数，则 

(f)(7) = (f)' 

勒让德符号在计算中非常有用.例如，假定想知道75是不是模97的平方剩余，可以 

计算 

( If ) = (^)(^1(^) ~ (嘉) • 

注意到是+1还是 -1 无关紧要，因为它出现两次，且 （ +1) 2 =( -1> 2 =1. 现在我们 
观察到 10 2 s 3( mod 97)， 所以3是一个 QR . 因此 

(异 ) = ( 砉 ) = L 

当然，我们能够判断出3是模97的一个 QR 有些幸运.有没有一种方法可以不靠幸运或反复试 
验就能计算出像这样的勒让德符号呢？答案是肯定的，我们将在后续的章节进行讨论. 


23.1 列出模19的所有二次剩余与二次非剩余. 

^ 23. 2编写一个程序，输入为素数/>,而输出为下面的两 个数： 

A =模 p 的所有满足1飞 a < p 的二次剩余《的和， 

B =模的所有满足1 < p 的二次非剩余《 的和. 

例如，若 P = 11， 则二次剩余为 

I 2 = l(mod 11), 2 2 ■4 (mod 11), 3 2 ■ 9 (mod 11), 4 2 - 5 (mod 11), 5 2 s 3 (mod 11), 

因此 

^ = 1+ 4+ 9+ 5+ 3=22, 5 = 2+ 6+ 7+ 8 + 10=33. 

© 你可能不再认为公式 （-1) x (-1) = +1 是神秘的了，因为你对它已很熟悉.但是，当你第一次见到它时，应 
该感觉到它的神秘.停下来思考一下，并没有什么明显的原因说两个负数的乘积必须是 正数. 你能对 （- l)x 
(-1) 必等于+ 1给出一个有说服力的证明吗？ 
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(a) 对所有满足 p < 100 的素数列出 4 和 fi . 

( b ) 4 的值等于多少？、证明你的 猜测. 

( c ) 计算 / Umodp ) 和 fi ( nu ) d P ). 寻找模式并证 明之. 

(d) 对哪些素数有阅读完第 24 章后，证明你的猜测. 

( e ) 若4与 B 哪一个会更大呢？尝试证明你的猜测，不过这是一个很难的问題. 

23.3 数 a 称为模 p 的三次剩余，是指它与一个立方数模 p 同余，也就是说，存在一个数6使得 《 = 6 3 ( modp ). 

(a) 对/ >=5, 7, 11, 13, 列出模 p 的所有三次剩余. 

(b) 找出两个数和使《,, 6, 都不是模 19 的三次剩余，但 6, 是模 19 的三次剩余.类似地， 
找出两个数七和匕，使％， 6 2 , 《 2 6 2 都 不是模 19 的三次 剩余. 

( C ) 若 P = 2(mod 3) ,对哪些《是三次剩余作一个猜测并证明之. 

[1631 ( d ) 若 psl ( mod 3), 证明 a 是模 P 的三次剩余当且仅当 a 的指标 /( a ) 能被3 整除. 



第 24 章 - 1是模 p 平方剩余吗？ 2呢 

在前一章中，对各种素数我们讨论了模 p 的二次剩余和二次非剩余.例如，制作了 
—个模13的平方剩余表格，从表中可以看出3和12是模13的 QR , 而2和5是模13 
的 NR . 

为了与数学的所有优良传统保持一致，我们倒过来看这个问题.原来是对给定的素数 
P ， 列出所有是 QR 和 NR 的 a . 现在我们给定 a , 看看对哪些素数 p , a 是 QR . 为弄清问题 
所在，我们先从<»=-1开始.我们要回答的问题 如下： 

_ 对哪些素数 -1 是 QR ? 

| 也可以将这个问题以其他方式表达，比如“对哪些素数 P , 同余式* 2 三 - l ( mod /») 有解？”或 
“对哪些素数 ( y -) =1?” 

一如继往，我们在做出假设之前需要一些数据.对于一些较小的素数 P , 可以制作 I 1 , 
I 2\ 3 2 , •••( modp ) 的表格，并检査其中是否有数与 -1 模/>同余，这样便可毫不费力地回答 
I 上面的问题.例如， -1 不是模3的平方剩余，因为1 2 _ - l ( mod 3)， 2 2 _ - l ( mod 3), 而 
-1 是模5的平方剩余，因为2 2 赛 - 丨 （ modS ). 下面是一张更详细的表. 



mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

wm 


國 



WSM 




aa 


iB3l 




从上面的表中，我们可以编辑出如下 数据： 

对 P =5, 13, 17, 29， _1 是二次剩余. 

| . 对 p =3, 7, 11, 19, 23, 31， -1 是二次非剩余. 

不难看出如下 模式： 若 P 与1模4同余，则 -1 似乎是模 p 的二次剩余；若 p 与3模4同 
| 余，则 - 1似乎是二次非剩余.可用勒让德符号来表示这个 猜测： 

/ - 1 fl 若 p = l(mod4), 

' P ^ 1-1 若 p s 3( mod 4). • 

我们对以下几种情况验证此猜测.接下来的两个素数37和41都是模4余1的，果然， 

* 2 =- 1( mod 37) 有解 * = 6,31(raod 37), 

• it 2 s - 1 (mod 41 ) 有解 * 3 9,32(mod 41 ). 

类似地，再接下来的两个素数43和47都是模4余3的，并且可以验证 -1 是模43和47的 
二次非剩余.我们的猜测看起来是正确的. 

用来证明猜想的工具称为“费马小定理的平方根”.你很可能会问，如何取一个定理的 
平方根呢？回忆一下，费马小定理（第9章）是指 

o ,_l = 1 (mod p). 
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当然，我们并不是真吟取此定理的平方根，而是取 V - 1 的平方根，看看此值为 多少. 因此， 
我们要回答下面的问政' ： . ' 

| 设 / t ( mod P ) 的值是多少? | 

很显然，若对4平方，则由费马小定理有 

A 2 = a p ~' = 1 ( mod p). 

因此， p 整除 f -1=(4-1)(/1+1)，从而要么 •/) 整除 / t -1, 要么 P 整除 / I +1. (注意我们 
_是如何使用第7章开始被证明的素数性质的 .） 因此，4必与1或 -1 同余. 

下面是；>，<», /»的一些随机 取值. 为方便.比较，我们也给出了勒让德符号的值 • 
你看出什么模式了吗？ 


P 

D 

D 

■ 

o 

■ 






O 

m 


_ 

m 


■ 





A( mod p) 

■ 





m 





(f) 

□ 

nn 

rn 

rn 


i - 1 

L_J 

L_d 

LJ 



当 a 是二次剩余时，似乎是 4 = l(modp) ; 当 a 是二次非剩余时，.似乎是 —1( mo d p ). 
换句话说， >4( m 0 d P ) 与勒让德符号似乎有相同的值.我们可利用原根来证明此论断， 

它被称为欧拉准则. . 

定理 24.1( 欧拉准则）设 /) 为 奇素数，则 

= /-2-)(modp). 

证明 设 g 是模 P 的一个原根.每个数 a 都与 S 的某个幂同余，并且我们已知当《正好 
与 g 的偶次幕同余时《是二次剩余.我们先考虑是二次剩余的情形，然后再考虑 <> 是二次 
非剩余的情形. 

因此，假定 a 是一个 QR , 即(子 ) =1 . a 是一个 V 意味着 a 是容的偶次幂，比如说<»赛 

/*(modp). 我们可用费马小定理（第9章）来计算 

W s (〆*)(” ， > 々 =(〆，* • l(modp). 

因此，若 <» •是一个 QR , 

再假定 a 是一个 NR , 即 ^=-1. a 是一个 NR 意味着 a 是客的奇次幂，即<» = 
^*'( m odp ). 同样利用费马小定理计算 

a ip - ,y/2 = W -叩 s g {, -' )n m ^- n/I (mod p). 

当然 ， 必与 +1 或 -1 模 P 同余.但由于 g 是原根，所以 g 的与+1同余的最小幂次 




-1 是模 p 平方剩余吗？ 2 呢 


105 


&P- 1 . 这意味着〆〃 1>/2 必与 -1 模/>同余，由此可得 

fl (p-l)/2 s _ l( mo( J p). 

这样就证明了当 a 是一个 NR 时， o^- |)/J S (-2-j(modp).- 

利用欧拉准则，很容易确定 -1 是不是模 p 的二次剩余 
模 p=6911 的平方剩余，只需计算 

= ( _ ,)3«5 = _ 

由欧拉准则可知 

(―卜-“一"). 

但只能是+1或-1，因此必有 = 故 -1 是模6911的二次非剩余. 
类似地，对素数/>=7817,有 

= ( _ J )390 S = , 


□ 麵 

. 例如，如果想知道 -1 是不是 


因此， 


故 -1 是模7817的二次剩余.注意，虽然我们知道同余式 


fe) 

X 1 1( mod 7817) 

有解，但还没有有效的方法将解求出.它的解其实是 

* = 2564 (mod 7817) 和* = 5253 (mod 7817). 

正如上面两例所表明的那样，利用欧拉准则可以龛全确定哪些素数以 -1 为二次剩余. 
这个优美的结舉正是二次互反律的第一部分内容，它回答了本章标题中提出的第一个问题 • 
定理 24.2( 二次互反律一第I部分）设为奇素数，则 

- 1是模 P 的二次剩余，若/>赛 l(mod4), 

-1是模 P 的二灰非剩余，若/> s 3(mod4). 

换句话说，用勒让德符号可以表示为 、 

若 p s 1 ( mod 4 ) , 

若 p 邑3 ( mod 4). 

证明由欧拉准则，有 

首先假定夕赛 1(mod 4), 比•如说 'pi=4fc+_l ，则 
(- 1 ) = ( - l) Jt - = I, 




( mod />). 


[1671 


但只能是 1 或 

再假定 p*3(mod4)， 比如说 p,= 4t + 3, 则 

(-1)<卜"乃= (- l ) 2 ** 1 :-1,故 


故 1 = ^-^ij(modp). 

因此必等于 1. 这就证明了当/ >= l(mod4) 时， 


-1 = (■^~i)(mod p). 




106 


第 24 章 


_ 


这表明必等于 -1, 从而完成了二次互反律（第 I 部分）的 证明. 口 

我们可以利用二次互反律的第 I 部分来回答第12章遗留的一个问题.你可能还记得， 
我们曾证明存在无穷多个素数与3楔4同余，疽对模4余1的素数留下了一个类似的未解决 
的问题. 

定理 24.3( 模 4 余 1 棄数定理）存在无穷多个素数与1模4同余. 

证明假定已给定一列素数/> 2 , p r , 它们都是模4•余1的.我们将在这列素数之 
外找出一个新的模4余1的素数.重复这个过程，便可得到具有任意给定长度的素数列. 

考虑数 

A = i ^ PiPl - Pr ) 1 + 1- 
我们知道4可以分解为素数的乘积，设为 

4 = w.?,. 

显然，9,, ，…，9,不在我们原来的素数列中，因为每个久都不整除 A 因此，只需证明 

至少有一个是模4余1的.事实上，我们将看到，每个都是模4余1的. 

首先注意到是奇数，所以毎个7,都是奇弊.其次，每个9,整除七因此 
+ 1 = A s O(mod q .). 

这意味着 * =2 p ,/ v " p , 是同余式 

* 2 = - lj^mod q .) 

的解，因此-丨是模的二次剩余.由二次互反律知 

<7 f = l(mod 4). □ 

利用上面定理证明中的方法，可以产生一列模4余1的素数. 若从八 =5开始， 则产生 
4 = (2 Pl ) 2 + 1=101,所以得到第2个素数 Sp 2 = 101. 接着产生 
>4 = (2/> 1?2 广 + 1 = 1020 101, 

它仍是素数，所以第3个素数为^ 3 =1 020 101. 再进一步， 

A =(^PiPiPi ) 2 + 1 

. =1 Q 61 522 231- 810 040 101 
= 53 • 1613 . 12 417 062 216 309. 

注意到素数53、1613和12 417062 216 309都是模4余1的，正如理论所预测的那样. 

我们已经成功地回答了本章袜题中的第一个问题，现在转人讨论第二个问题，即考虑 a = 
2这一所有素数中“最奇特”的素数.正如对 *»= -1 所做的那样，我们想寻找对于使得2为模/> 
的二次剩余的那些素数 P 的简单 特征. 你能从下面的数据中发现模式吗？其中，若2 是模/ >的 
二次剩余，则标有的那一行中给出了 * 2 ! E 2( mod P ) 的解，而若2是二次非剩余，则标 
有 NR . 
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(续） 





wm 

wm 


■a 

wm 

raj 

mm 



篇 














mm 





mm 











BB 



根据2是否为二次剩余，将上面的素数分成两列. 

对于 P =7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73,. 79, 89, 97，103, 113, 127, 2是二次 

剩杀； 

对午 P =3, 5, U , 13, 19 , 29-, 37 , 43 , 53 , 59 , 61, 67 , 83, 101, 107, 109 , 2是 
二次非剩余. 

对^=-1,结果表明 p 模4的同余类是至关重要的.如果我们模4简化上面两列中的素 
数，有没有类似的模式呢？下面是模4简化的结果. 

7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 127 

s 3, 1, 3, 3, 1, 3, 3, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 3 (mod 4), 

3, 5, 11, 13, 19, 29, 37 , 43 , 53 , 59 , 61, 67 , 83, 101, 107, 109 

*3, 1, 3, 1, 3, 1, 1,3, 1, 3, 1, 3, 3, 1, 3, l ( mod 4).. 

看起来前景不太乐观.也许我们应该尝试模3简化： 

7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 127 

曰1，2, 2, 1，2, 2, 2, 1，1, 2, 1, 1，2, l ( mod 3), 

3, 5, II , 13, 19, 29, 37, 43, 53, 59, 61, 67, 83, 101, 107, 109 

s 0, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1,2,2, 2, l(mod 3). 

前景仍无改观.在放弃之前再做一次尝试吧.如果我们模8简化会发生什么情况？ 

7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 127 

=7, 1, 7, 7, 1, 7,7, 1, 7, 1, 1, 7, 1, 7 (mod 8), 

3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 43, 53, 59, 61, 67, 83, 101, 107, 109 

«3, 5, 3, 5, 3, 5, 5, 3, 5, 3, 5, 3, 3, 5, 3, 5 (mod 8). 

找到了 .！ 第一列中全是1和7,而第二列中全是3和5,这绝.不是巧合.它表明了一般的规 
则： 当 P 模8余1或 70 it , 2是模 p 的二次 剩余； 当 p 模8余3或5时，2是模 p 的二次非剩 
余.用勒让德符号表示，可以写为 

若 p S 1. 或 7 (mod 8) , 

^ P I 1-1 若/> = 3或 5 (mod 8). 

能利用欧拉准则来证明上述猜测吗？不幸的是，答案是否定的，或者说至少不是显然 
的，因为似乎并没有简单的方法去计算然而，如果我们回顾并检查第9章 
中费马小定理的证明，将会 看到： 取出数1, 2 ，…， p - l , 将每个数与 a 相乘，然后再把 
所得的各个乘积全部相乘，便会得到一个可以提出的因子 V '为了利用欧拉准则，我们只 










108 


第 24 章 


希 M 提出 1( P -1) 个 a 的因子， 诨此不 取所有 JL 到的数，而只取所有1到的数， 

[1701 下 i 利用由高斯提出的这种思想來确定2是不是模 B 的二次剩余. 

我们先取1到 I 2 中的一半 的数： 1,. 2, 3, 4, 5, 6. 若每个数都乘以 2 , 再把所得乘积 
全部相乘，可以得到 , 

2 . 4 . 6 • 8 .10 • 12 = C2 • 1)(2 -2)(2 勹.)口 • 4.) (.2 . 5) (2 •- 6) • 

= 2 6 • 1 • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 
=+ 2 *. 6 !. 

注意因子 2 s =2 ( 〜 n ' 它正是我们真正感兴趣的数. v 

髙斯的想法是取数2, 4, 6, 8, 10, 12,把其中每^•个模13简.化，得到 -6 到6之间 
的数.前三个数保持原样，后三个数需减去13才能简化到 -6 到6之间.于是 • 

2 = 2.(mod 13) 4 = 4(mod 13) 6 - 6 (mod 13) 

8 =- 5(mod 13) 10 =~3(mod 13) . 12 = - 1 (mod 13 〉.， 

将上面的式子相乘，得到 

2 .4 . 6 • 8 . L0 ； t 12^ 2 • 4 ；6 • (-5) • (-3) • ( - 1) 

. .=(-l/ 3 - 2 - 4 - 6 - 5 - 3 • 1 

= - 6! (mod 13). 

让 2 *4 4 • 8 • 10 • 12 (mod 13) 的两个值相等，得到 

2* • 6! =-6!(mod 13). . 

这表明2 6 安 -1 (mod 13), 故由欧拉准则知2.是模13的二次非剩余 • 

我们用同样的.思辑来检査 2 是不是模 I 7 的二? k 剩余-取数1到 8 ., 每个数与2相乘，再 
把所得乘积全部相乘，用两种不同方式计算所得乘积.第一种方式得到 
2 . 4 . 6 • 8 . .10 - 12 • 14 . 16 = 2 s . 8!. 

对于第二种方式，我们将这些数模 n 简化，使其蒗人 - 8到8之间，于是 、 

2 = 2(mod lYj 4 = 4(mod 17) 6 = 6(mod 17) 

8 s 8(mod 17) ' 10 =-7(mod 17) 12 费 -5(modl7) 

14 =-3(mod 17) 16 = - 1( mod 17). 

把上面的式子相乘可得 '' ^ 

2 . 4 .6. • 8 • 10.. 12 .1.4 • .16 s .2 . 4 • 6 • 8 . ( - 7) • ( -5) •- (- 3) * ( - 1 } 

圆 =(- I ) 4 • 8 !(mod 17). 

因此，2 8 .8! =( - I ) 4 -8! (mod 17), 从而2 8 = 1 (mod 17), 故2是模 17‘的二次剩余. 

现在我们来更一般地考虑一下高斯的 方法. 设 P 是任一奇素激.为使公式更简单，令 



从偶数2, 4, 6,…，/ >-1 开始，将它们相乘，并从每个数中提出因子2,可得 
2.4. 6… ( p _- 1) = 2 (, - 1>/l • 1 . 2 _ 3… • P !. 
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下一步是对2, 4, 6,…， p -1 模 p 简化，使其全部落在 -/ •到/>之间，即 -( p -1)/2 到 
( p - l )/2 之间.前几个数不会改变，而从数列中的某一项开始所有数都大于 （ p - 1)/2, k 
些大数需要减去 />. 注意到负号的个数正是需要减去 P 的数的个数，即 

负号的个数= (2,4,6,- ； ,.^-1) 中大于 +(p -J) 的数的个数) .. 


下面的图解可能有助于解释这个过程. 

2: . 4 . 6 . 8. • 10 . 12… | 5) . - 3) • (p - 1) 


的毎个 


1) 


-O' 


P!(mod p ) , 


比较这两个乘积，可得 

1 r • P\ =2.4.6...(p 
从两边约去 P ! 可得基本公式 

利用这个公式，容易证明前面的猜测，从而回答了本章释题中的第二个问题. a 

定理 24.4( 二次互反律——第 II 部分）设 p 为奇素数，則当 p 模8余 I 或7时，2是模_ 
P 的二次 剩余； 当模8余3或5时，2是模 P 的二次非剩余.用勒让德符号表示为 
若 p s I 或 .7( mcid 8)， 

若/> = 3或 5( rood 8). 

证明根据 P ( mod 8〉 的取值，有4种情况需要考虑，我们考虑其中两种情況，另外两 
神情 况的证明留给读者. ^ 

先考虑 /> s 3( mod 8), 比如说 P =8 A +3. 我们需要列出数2, 4 ，…， p -\, 并考虑其中 '' 


(f)=r. 


大于的数的个数.此时， P -1 =8*+2,于是^ *( P -1 


■■ 4 k 


因此，分界线如 


下所示： 

2 • 4 - 6-4 Jt I ( 4 k +2) • ( 4 k +4) — (8 i +2). 

我们需要计算竖线右边有多少个数.也就是说，在44+2与 8 ft +2之间有多少个偶数？答案 
是 2& + 1 个.（如果你对此不太清楚，可以对一些具体的 A 值计算一下，你就会明白为什么 
2 A + 1 是正确的.）这表明有 2 A + 1 个负号，因此由上面的基本公式可得 
» (- I ) 2 ** 1 s - l( m od p ). 

由欧拉准则知 2 是二次非剩余.因此，我们证明了对任何模 8 余 3 的素数 p , 2 是模 P 的二 
次非剩余. 

再考虑模8余7的素数，比如说 p =8&+7. 此时，偶数2, 4,…， p -1 是从2到 8 Jt + 6 
的数，中点是 "^( p - l ) =^+3. 分界线可表示为 

2 • 4 - 6… （4 fc +2) 丨 （4 fc +4) - (4 fc +6)-(8 fe +6). 

在竖线右边恰有 2 fc +2 个数，因此有 2 fc +2 个负号.由此可得 
= (- 1 广 1 ^ l(modp), 

由欧拉准则知 2 是二次剩余.这就证明了对任何模 8 余 7 的素数 2 是模 p 的二次剩余. □ _ 
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24.1 确定下述各同余式是否有解.（所有的模都是素软 •> 

( a)* 2 K -1 (mod 5987) (, b )* 2 *6780( mod 6781 ) 

( c )* 2 +14^-35-0( mod 337) (^ d ) x 2 -64*+943^0( mod 3011) 

(提示： 对 （*0, 用二次求根公式求出所需要的模 337 的二次方根.对 ( d )， 方法类似 .） 

24.2 从 Pl ：= n 开始，利用模4余1索箩定理中描述的方法产生一列模 4 余1的寒数. 

24.3 下面列出了最初的几个素数，其中一列以3为二次剩余，另一列以3为二次非剩余. 

二次 剩余： 尸= 11，13, 23, 37, 47, 59, 61, 71, 73, 83, 97, 107, 109 

二次非剩余：/)=5, 7, 17, 19, 29, 31, 41, 43, 53, 67, 79, 89, 101, 103, 113，127 

对各种不同的 m , 尝试对上面的素数进行模 m 简化，直到发现一种模式为止，并给出 .一 个猜想说明 

哪些素数以3为二次剩余. 

24.4 对模8余1和模8余5的素数，完成二次互反律第 II 部分的证明. 

24.5 利用二次互反律（第 D 部分）证明中的思想，证明下述两个论断. 

( a )*^ S l ( mod 5 ， ), 则5是模;> 的二次 剩余. 

则5是模 p 的二次非剩余. 

(提 示： 将数5,10, 15,…， +( P - iy 馆化到 (•/ >-1)之间，并检査其中负数的 
个数 ■) 

24.6 假设 g 是模4余1的素数，且 p =2 g + l 也是素数.（例如，9可以等于5,这时只=11. ) 证明2是模 p 
的原根. 


圆 
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对一个给定的数 a , 我们要确定哪些素数/>以《»为二次剩余.在前一章中解决了 fl = -l 
和 a =2时的问题.在这两种情形中，我们发现可以对一些较小的》»，具体地说， m = 4 或 
m =8,通过査看 p(mod p ) 来确定 a 是不是模 p 的二次 剩余. 

现在要解决的是其他 a 值的勒让德符号的计算问题.例如，假设要求计算 
可利用二次剩余乘法法则（第23章）来计算 • 

( 7 斧( 2 宁)=(含)(册> 

我们已经知道如何计算， 剩下的 问题是计算 ( y ) fn ( y ). 

一般地，如果想对任意的<«计算可以从将<1分解为素数乘积开始.设 • 

a = m 

(某些 A 可以相同 .） 由二次剩余乘法法则可得 

-(，)，(*)，• - Q 

这就意 昧着： 如果知遵如何对 素数？ 计算•卜就能对任意的《计算广.因为到貝前为 

止， 我们对(含) （固 定？，变动 P ) 还没有做任何事情， 所以， 现存是整理资料并用之做出某 
些穑测的时候了®.下®的表格 对所有 不超过37的奇素数 P , 9,给出了勒让德符号 
⑺ 的值. 


勒让徳符号的值 



3 

5 

% 

.1 

»3 

17 | 

19 

23 

29 

3, 

37 

3 


- 1 

1 

- 1 

1 


1 



1 

1 

5 

-1 


-1 




1 


1 

1 


7 


- 1 


1 




L 

I 


1 

11 

* 

1 

- 1 


- 1 



1 


1 

1 

13 

1 

-1 

-1 

-1 


1 


1 





0这是素数是数论基本构件这一原理的又二个_子.因此.如果能对所有潔数解决某一问题，那么，通常会在对 
所有整数解决这个问题的路上走得顺畅. 

© “是时候了，”海象说道，“让我们谈天说地，谈论鞋子、索数、二次剩余，还有卷心菜和国王•” 







在继续阅读之前，我们应_当花点时间研究一下这个表格并试图发现一些模式，如果不能立 
即发现答案也不要着急，隐藏在这个表格中的重要模式有点精妙.但是我们将会发现，亲自努 
力揭开这个谜是非常值得的，因为这将使我们和勒让德、高斯一起享受发现的激动之情. 

既然巳经作出了自己的猜测，我们就一起来检査一下这个表格.我们打算比较它的行与 
列，或者说，将这个表沿对角线反射后比较相应的元素.例如， P =5 的行为 


(1761 


國 

n 

B 

n 

■a 

D 

D 

o 

o 

■ 

o 


mEi 













类似地， 9=5 的列（横着写以节省空间）为 


B| 

■ 

a 

n 

a 

n 

D 

o 

■a 

o 

n 


mSB 









m 




它们相匹配！因此，我们可以猜测 

对所有素数 p 成立.你看出这样的法则如何有用了吗？我们正在寻找一种方法来计算勒让德 
符号这是一个困难的问题.但勒让德符号是睿易计算的， 因为 它仅仅依赖于 
P ( mod 5) 的值.換句话说，我们知道 

1 若 P 三 1 或 4 (mod 5) ， 

1 若 p 或 3( im > cl 5). 

[ 

P 


(含); {. 

如果猜想 If ) 是正确的，那么我们将会知道，比如说，5是模3593的二次非剩余， 


因为 


( K 苧)普- 1 . 


类似地, 
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(▲) = (亨) = (+) = 1 ， 

因此，5应该是模3889的二次 剩余. 果然，我们+发现 5 s 290 P(mod 3889). 

为此，我们可以继续猜测 

(|) = (t) 

对所有素数 P ， 9成立.可是，这个猜测即使对表中第一行和第一列也不成立.例如， 

(+) = _1 而 （+) =1 … 

因此，|'^)有时等于^^，有时则等于下表将有助于我们找到一个法则来说明_ 
与何时相同 ， 何时相反. 




■ 

■ 



n 

o 

B 

■ 


m 








mm 

画 

麵 

■ 

s 



■ 

■ 


n 








mm 

■絮 


mm 






mm 









mm 

mm 


■ 


B 




圓 

■ 

■ 

a 

D 







圓 












MM 

mm 




n 

D 

誦 



B 



n 



母 : ■ 


ra 


a 

Ei 





■ 

圆 





團 









mm 


■ 


圏 



mm 




D 

D 

ra 


mm 


注:*中。表叫 fHt )， **示(计-(十> 


观察此表，我们可以取出对应行、列全是 v 的素 数： 

P = 5,1.3,17,29,37. • 

对应行、列不完全相同 C 即含有★的行和列）的素数有 

P = 3,7,11,19,23,31. 

根据前面的 经验， 这两个 素数列没有任何神秘 之处： 前者由模4 余 1的素数组成，后者由模 
4余3的素数组成. 

因此，我们的第一个猜想是，如果 p = 1 ( mod 4 )或1 ( mo d 4) ,则它们所对应的行、 

列都 相同. 可将这个猜想用勒让德符号表示. _ 

猜想如果 p = l (mod 4) 或 gsl (mod 4) ， 那么(叉)= 


如果 P 和 g 都是模 4 余 3 的素数又佘怎样呢？通过观察表格，我们发现在每个例子中 
If ) 和 It ) 都 相反. 这就导致我们做进一步猜想. 


猜想 如果/ >*3( mod 4) 且 9 = 3( mod 4)， 那么 

这两个猜想的关系构成了二次互反律的核心. 

定理 2 S .1{ 二次互反律 } 设 9 是不同的奇素教，则 
如果 p ^ I (,rnod 4) , 

如果 p 爸 3 (mod 4). 

如果 p 运 I .或 7(mod 8) , 
如果 p 聋3或 5(mod 8). 




(f 卜 



如果 p = 1( mod 4 ) 或 g = 1( mod 4) , 



如果 p 垄 3 ( mod 4 ) 且 g = 3 ( mod 4). 


令人满意的是，我们已经证明了二次互反律对于和的情形， ja 对还未给 

出一般性的证明.二次互反律共有几十种不同的证明，其中一个与我们上一章对的证 

明极为相似 e . 欧拉和拉格朗日首先提出二次互反律，但直到1801年，髙斯在他的名著《.算 
术 探讨 》 （Disquisiticmes Arithmetic 时）中才第一次给出证明.高斯19岁时就独立发现了二次互 
反律， 且一 生当中给出了 7种不同的证明！后来，19世纪的数学家提出并证明了三次和四 
次互反律，这些成果又被包含于从19世纪90年代到20世纪20年代和30年代由希尔伯特 
(David Hilbert )、 阿廷 （Emil Artin ) 和其他一些数学家发展起来的类域论中.在20世纪 
60年代和 7 0年代中，大批数.学家提出了对类域论进行巨大锥广的一系列猜想，今天我们称 
之为朗.兰兹 （ Langlands ) 纲领 • 怀尔斯 （Andrew Wiles )' 于1995年证明__的棊本定理只是朗兰兹 
纲领的一个小片段，但它足以解决有350多年之久的费马“大定理”. 

卡尔.弗里德 里希. 高斯 （Carl Friedrich Gauss , 1777—1855) 卡尔.弗里德 
里希•高斯是迄今为止最伟大的数学家之一，也许是历史上最好的数论 学家. 孩提 
时代的高斯就是一位数学天才，其数学成就给他的家庭、朋友和老师 都留下 了深刻 
的印象，其数学才能与曰 俱增. 他在数论方面最有影嘀力的工作于1801年发表在 
《算术 探讨》 中. 这本书中包含了二次互反理论、板的二进制表示以及其他一些内 
容.书中的许多资料都选远领先于他的时代，因此，为今后一个半世纪的数论学家 
指明了前进的方向.除了在数论方面的工作外，高斯在数学的许多其他领域，包括 
几何学、微分方轾，也做出了重要 贡献. 而且，俾在物理学和天文学方*也有许多 


© 可以在由达文波特 （Davenport) 撰写、剑桥大学出庳社19幻年出脤的好书（高等笄术> (：Th e High 枕 Arithmetic, 1999 
年第7版）笫3章中找到此证明. " - " 
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发现，其中包括计算行星轨道的方法.他曾于 1801 年用此方法计算了新发现的小行 
星刻瑞斯 （ Ceres ) 的位置.他在诸如晶体学、羌学、流体物理学等许多不同领域也发 
表了重要论文. 1833 年，他和韦伯 （Wilhelm Weber 〉 一起发明了电磁电报.他一生只 
发表了 155 篇论著，但他一生的工作是如此惊人， 以 至于从 1'863 年开始，直到 1933 
年才将他的全集出版完毕. ， 

二次互反律不仅是关于数的一个漂亮而精妙的理论描述，而且还是确定一个数是不是二 


次剩余的实用 工具. 从本质上说，它使我们能翻转勒让德符号用来代替它， 

然后可以模9简化 P , 并不断重复此过程.这样就导致求 勒让德 符号的元素越来越小，因 
此，最终得到一个能够计算的勒让德符号. 下面是 一个每一步都有详细理由的例子. 

(盖 ) = ( Tfy )( ll ?) =次剩余乘法法则， 

= ( j |^) 因为 137 3 l ( mod 8), 由二次互反律得= 1, 

=(^) 二次互反律，137 = l ( ni 0 d 4)， 

= ( y ) .模7简化 137， 

=1 4 = 2 i 当然是平方数. 

因此，14甚模137的二次 剩余. 事实上，同余式 * 2 *14( modl 37) 的解为 * a 39( m 0 dl 37) 和 
* = 98 (mod 137). 

下面是第二个例子，说明了符号是如何多次来 回变化 的. 


(荔卜⑥)(蒜） 

=(t) x( - 1)x (^) 
…（-叫告） 


因为 5'= 1 (mod 4) 且 11 爸 179 = 3( mod 4) , 


因为 179 s 4( mod 5) 且 179 .爸3 (mod 11), 


因为4 =2 2 是平方数， 


=1 x {- 1) x (-1) x (治 
=1 x (-1) x (-1) x( 夺） 

= 1 x (-1) X { - 1) X ( - 1) 


因为3 S 11 S 3( mod 4), 
因为 11 =2( mod 3), 

因为2是模3的二次非剩余, 


因此，55是模179的二次非剩余. 


通常有多种方法应用二次互反律来计算勒让德符号例如，应用等式 = 


_ 
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(^ 5 ).因此，我们可计算如 下：. 

(■) = ( 盖 )( 黑 ) = (W)(W) = (ijltw) 

= ( M )( l ) = (^)- x -( f ) = -*-( f ) = - 1 > 

或者可以计萁如卞： 

(il) = (w) = = lx(_,) X(±,)J =_1 - 

当然，尽管方法不同，但最后的结果总是相同的. 

二次互反律提供了一种非常有效的方法来计算勒让德符号,甚至对非常大的 a 和 P 

_也如此.事实上，计算的步数大约等于 p 的 位数. 因此，计算几百位数的勒让徳符号也 

是可能的.我们不想花费时间去举这样一个例子，但给出下面这个更加适合的例子. 

/ 21603) = /^_Wj213_^ _ /48611 W486U^ 

\48611/ U8611/U8611/ \ 31 M 1213 / 

= "(^)(lfl 3 ) = (t)( 1^3)( lMs) 

因此， 37 603 是模 48 611 的一个 二次剩 余. 

计算的最困难之处不是二次互反律的使用，而是在使用二次互反律之前，必须对《 

因式分解.在上面的例子中，要做一些工作才能认识到 37 603 可分解为 31 1213, 如果 a 

有几百位敗，可能实际中无法分解 a. 令人吃惊的是，不做任何困难的因式分解也可能计算 

( j ). 想 法是： 对任意的正奇数 a 直接使用二次互反律，而完全不顾 a 是否为素数.和通常 
一样，如果 a 和 p 都模4余3,那么翻转以后必须加上负号.更一般地，对任意的整数 <2和 
正奇数6,可以给勒让德符号指定一 个值. （这种广义勒 让镰# 号常称作雅可比符号 .） 

我们可通过反复使用广义二次互反律来计算勒让徳符号或雅可比符号. • 

定理 25.2( 广义二次互反律）设 a, 6为正奇数，则 

如果 6 三 1 ( mod 4) , 

如果6 = 3(mod 4). 

如果 b 费 1 或 7(mod8)， 

如果6 s 3或 5(mod 8). •. 


(升{-.; 

(+ H -; 
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(t) = 



如果 a s 1 (mod 4) 或 6 _ 1 (mod 4)", 
如果 a = 6 s 3(mod 4). 


足以令人惊奇的是，如果使用这些规则和■乘法公式以及只依赖 
于 1( mod 6) 取值的事实，我们最终能对勒让德符号得到正确的值.唯一需要说明的是，我 
们只允许对 正奇数 a 翻转而这一点是极为重要的.如果 a 是偶数，则必须先分解出 


如果《是负的，则必须分解出 f 
我们通过重新计算前面 的例午 来说明新的、改进过的二次苴反律. 


(ilrf)"" (HIM) = ' (lyli) = " ( 1 ?^) = " (37^3) 


=m--(i)=(if)=(^)=' 


圓 


尽管这样做可能看起来没有比前面的计算过程短多少，但它实际上只需要较小的工作量，因 
为我们不必寻求37 603的素数分解. 

我们刚刚证明了 37 603是模48 611的一个二次剩余，因此同余式 
X 1 S 37 603 (mod 48 611) 

有解（事实上有两个解）.可是，以上所 做的一 切还不能帮助我们求出这两个解，尽管结果 
表明*笠17 173( im > d 48611)** S 31 438 (mod 4 8611) 就是它的两 个解. 然而，确实存在更 
好的方法来实际求出同余式的解.并且对某类特殊的索数，有可能明确写出 
同余式的解，参看习题 25. 6和 25. 7. 

习题 

25.1 利用二次互反律计算下述勒让徳符号. 

(8) (S ( ， b> (^r) (c) (S (d) (sHi) 

25.2 同余式 

- 3* - 1 - 0 (mod 31 957) 

有解吗？（提示：利用二次公式求出需要对其取模31 957的平方根的数 .） 

25.3 证 明：存 在无穷多个模 3 余1的素数.（提 示： 参见第 24 章“模 4 余1定理”的证明，利用4 = 
(2 PlPi - p f y +3 t 并试着找出一个整除 4 的恰当的素数 .） 

25.4 设/>是一个素数 (/> 尹2且/>_5), 4是某个给定的数.假定 p 整除 "- S . 证明： / H ^ KmodS ) 或/> = 
4 (mod S ). 

A 25 - 5 编写一个利用二次互反律计算勒让德符号或者雅可比符号 ( 的程序. 

设 i > 是一个满足/ >»3( mod 4) 的素数，并假定 a 是模/>的一个二次剩余. 


_ 


25.6 




118 


第 25 聿 


( a ) 证明： 是同余式 

x 2 - s o ( mod p ) 

的一 个解. 这就给出了对模 4 余 3 的素数求模 P 平方根的一个明确的方法. 

( b ) 求同余式 * 2 =7( mod 787) 的一 个解. （答案要求介于1和786之间 .） 

25.7 设/>是满足/>曰 5( mod 8) 的素数，并设 a 是模 p 的一个二次剩余. 

( a ) 证明： 

* = 或 ^ = 2 a ■ (4 a ) (/> - s,/ * 

中的一个值是同余式 

x l — a(mod p ) 

的一个解.这就给出了对模 8 余 5 的素数求模 p 平方根的一个明确的方法. 

( b ) 求同余式 * 2 =5( mo ( J 541) 的一 个解. （答案应介于1和540之间 • > 

( c ) 求同余式 * 2 = l 3 (mod 653) 的一 个解. （答案应介于1和652之间 ■) 

A25. 8 设 p 是模 8 余 5 的素数.利用前面习题中所描述的方法和逐次平方法编写一个程序求解同余式 

x 2 =■ a(mod p ), 

输出应当是满足的一个解.一定要检验《是不是二次剩余，如果不是二次剩余则给出错误 
信息.用你的程序求解下述同 余式： 

X 2 S 17 (mod 1021 ) , X 2 = 23 (mod 1021), * 2 ■ 31 (mod 1021). 

25.9 '如果则由费马小定理可知 m 是合数.另一方面，即使 
a " -1 a 1( mod m ) 

对某些（或全部）满足 （ a ， 《)=1的《成立，我们也不能断定 m 是素数.本习题描述了一种利用二次 
互反律来检验一个数是否可能为素数的方法.（你可以将该方法与第19章中描述的拉宾-米勒测试 
_ 作一下比较 .） 

( a ) 欧拉准则告诉我们，如果 p 是素数，则 


國 


a ip - l)/2 « (y)(radd». 


利用逐次平方法计算 1729), 并利用二次互反律计算它们一致吗？关于1729 

的可能素性，你能得出什么结论？ 

( b ) 利用逐次平方法计算 

2 ( i 2»»7-.,/2 (mod 1 293 337) 和 2 , W 33 M ( m 0 <l 1293 337). 

关于1 293 337的可能素性，你能得出什么结论？ 




第 26 章哪些素数可表成两个平方数之和 


虽然我们对同余式的探讨是有趣的，但不容置疑的是，数论中的根本问题是关于自然数 
的问题.同余式 

A s S(mod M) 

好是好，它告诉我们差4 - S 是 M 的倍数，它不能比作实际等式 

A = B. 

有一种 考虑同余式的方法，就是将它们看作是实际等式的 近似. 这样的近似思想不可小视，它 
们有其内在的趣味，而且常被用作构造实际等式的工具.这就是本章所采用的 途径： 使用二次 
互反律这个关于同余式的定理作为工具在整数之间建立等式.我们处理的问题 如下： 
r 哪些整数能写成两个平方数之和 1 
例如 ， 5, 10和65都是两个平方数之和，因为 

5 = 2 2 + I 2 , 10 = 3 2 + 1 ? , 65 = 7 2 + 4 \ 

另一方面 ， 3, 19和154都不能写成两个平方数之和，为看淸这一点，以19为例，我们只 
需检验以下 各差： • 

19 - I 4 = 18, 19 - 2 J =15, 19 -3 1 = 10, 19 - 4 J =3 

它们中没有一个是平方数.一般地，为检验一个给定的数 m 是不是两个平方数之和，可列出 

m — Qi 1 ,m - l 2 , m — I 2 , /n — 3 J , m —4 2 , … 

直到得到一个平方数或负数为止® 

和通常一样，我们从一个短表开始寻找模式. 


能表成两个平方数之和的 K 


= 0 J +2 1 
=1= + 2 1 


1-2 2 +2 2 
>»0 2 +3 2 
0 = 1* +3 2 


13 =2 2 +3 2 , 
里 4 N.0 

15 NO 
16=0 2 十 4 2 
17 = 1 2 + 4 2 
18=3 2 +3 2 

19 NO 

20 =2 2 +4 2 


= 0 2 +6 2 
=I 2 +6 2 


41 =4 2 +5 2 



47. NO 

48 NO 

49 =0 2 +7 2 

50 =5*+5* 


由上表，我们可以分别列出能表成和不能表成两个平方数之和的舉. 













© 实际上，只褥对0到 ATI 之间的所有 a 检验 m-o 2 是不是平方数.你能赛出为什么这样就足够了吗？ 
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圆 


你能鸯现什么模式吗？ ， ' 

一个立即可观察到的结果是，任一模4余3的数都不能表成两个平方数之和.看一下表 
中的前两列，我们或许会猜想，如果 msl ( mod 4), 则 m 可表成两个平数 之和. 但此猜 
想是不正确的，因为21就不是两个平方数之和. 另一个 例外是 3 3 .然而，21 =3 x 7 和33 = 
3 x 〗 l 都是合数.如果只査看素数，我们发现表中满足 
p 在 1( mod 4) 

的每个素数确实是两个平方数 之和. 此观察结果，使我们想起数论研究中的“素数探路”：总 
是从研究素数 开始. 这样做的原因有 两个： 第一，对素数通常容易发现模式. 第二， 对素数 
而言的模式常可用来推出对所有整数成立的模式，因为算术基本定理（第7 章） 吿诉我们， 
素数是所有整数的基本构件. 

既然我们已决定专心研究素数，便对更多的素数编辑=张表并看看哪些素数能表成两个 
平方数之和. 



能表成两个平方数之和的素数 


73 =3 2 +8 2 



80 =5 2 +8 2 
97 =4 2 +9 2 
101»1 3 +10 2 





109 =3 2 +10 2 
113 +8 2 



179 NO 
181 =9 2 +10 2 
191 NO 
193 =7 2 * + 12 2 
197 = l 2 + 14 2 



229=2* + 15 2 


由此可得下面两列素数. 


能表成两个平方数 
之和的索数 

2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 
149，157, 173, 181, 193, 19 

53, 61, 73, 8S 

»7 t 229 

>， 97, 101, 109, 113， 137, 

、 不能表成两个平方 

数之和的素数 

139, 151, 163, 167, 179, 19 

rz, 59, 67, 71， • 

»1，199, 211, 223 

79 , 83, 103, 107, 127, 131, 
i, 227 


猜想是显然的：模 4 余1的素数似乎能写成两个平方数之和，而模4余3的素数则好像 
不能.（我们忽略了 2, 2能表成两个平方数之和，但它有点异常 •） 本章余下部分将致力于 
讨论和证明这个猜想. 

定理 26.1( 素数的两平方数之和定理）设 p 是素数，则 p 是两平方数之和的尤要条 

件是 

P — 1 (mod 4) (或 p =_ +2>. 

两平方数之和定理实际上由两个陈述组成. „ ■ 

陈述1 ‘如果/)是两平方数之和， psl ( m od 4). 

陈述 2 如果 P sl(mod4), 则 p 是两平方数之和 • 


_ 
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在这两个陈述中，一个相当容易证明，而另一个的证明则相当困难.在没有真疋尝试证 
明之前，你能猜出哪个简单哪个困难吗？这不是一个无聊或愚蠢的问题.在我们试图证明一 
个数学命题之前，它能帮助我们了解证明的可能难度，或像数学家所说的， 了解命 题的深 
度. 有深度的定理的证明比“浅显”定理的证明可能需要更有力的工具和更多的努力，就像 
建摩天本楼需要专，门的机械设备和巨大的努力，而做一个鸟笼只需要锤子和钉子就足够了 • 
因此，我们的问 题是： “陈述1和陈述2哪一个更有深度？”从直觉上看，如果用容易的 
断言去证明困难的断言，则命题是有深度的.陈述1和陈述2涉及以下两个断言. 

断言 A p 是两平方数之和. 

断言 B psl ( mod 4 ). 

显然，断言 B 是较容易的，因为对任意给定的.素数 p ， 很容易验证它是否模4余1.另 
—方面，断言 A 是较难的，因为可能.需要大量的工作才能验证给定•的素数 p 是不是两个平方 
数之和.因此，陈述1说明如果有深度的断言 A 为真，则容展的断言 B 也为真.这表明陈 
述1不会太难证明.陈述2说明如果容易的断言 B 为真，则有深度的断言 A 亦真.这表明 
陈述2的证明可能是困难的. ： 

既然我们知道陈述1应当易证，就先来证明它.已知 P 是两个平方数之和，设 
. p =. a 2 + b 2 . ， 

我们还知道 P 是奇数，因此 a , 6必定一奇一偶.必要时交换 a ， I 不妨设《为奇数，6为 
偶数，比如说 

a = 2 n + 1, b = 2 m . 

于是 

p = a , 1 + b 1 = (2 n + l ) 1 + (2 m ) 2 = An + 4 ; n + 1 + 4 m 2 s 1 :(mod 4). 

这正是我们试图证明的结果. 

在给出陈述1的这个非常容易的证明后1接着要给出一个较复杂的证明.为什么要用复 
杂的证明代替容易的证明呢？答案之一是，较复杂的证明往往可.应用在简单证明不起作用的 
情况. 

上述容易的证明是对给定的公式进行模 4 简化，得到关于 p 模 4 的结果.我 
们的新证法*对式子/> = a 2 + f 模 p 简化.由此可得 

0 s a 2 + b 1 ( mod /?)：, 因此 - 6 2 ， mod p ). 

接着对两边取勒让德符号. 

( T )( t ) 2= (7) 2 , 

( v ) = 1 

于是， -1 是模 P 的二次剩余， 由二次 互反律(第25章）可得 p = l ( mod 4). 第二个证明特别 
有趣，因为我们通过模 P 简化得到了模4的信息. 
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陈述 2( 每个模4余1的素数都 II 表成两平方数之和）的证明是较为困难的.我们所给出 
的证明是基于费马著名的降阶法，其本质上是属于欧拉的.我们先描述费马降价法的基本思 
想，因为一旦理解了这个概念，具体的细节将变得不再可怕. 

假设 i > = l ( m 0 d 4), 要将 p 表成两平方数之和，我们先处理不太麻烦的工作，将 p 的 
某个倍数表成两个平方数之和，而不是立即试图写出 P = 例如，由二次互反律知 

- l ( modp 〉 有一解，比如说则 f + P 是的 倍数. 因此，我们从 
A 1 + B 1 = Mp 

开始，其中七 S , 似为 整数. 如果 M = l , 则证明已完成.因此，我们假设 M 3=2. 

费马才华横溢的想法是用4, S , M 发现新的整数 a , 6和 m 使得 
a 2 + b 2 = mp 且 7« 忘 财 -1. 

当然，如果相=1，则证明完成.如果 m &2, 则对 a , A , < n 可再次使用费马降价法来找•到 p 
的更小的倍数，使其能表成两个平方数 之和. 不断重复此过程，我们最终得到/»本身能表成 
_两个平方数之和. 

这个描述省略了一个“次 要的"细节： 如何利用已知数>1, 8,财来产生新的数 u ，< fc , m . 
在描述这一证明的关键之前，我们暂时离开主题，看一个漂亮的（且有用的)恒等式. 

这个恒等式是说，如果两个数都能表成两平方数之和，则它们的乘积也能表成两平方数 
之和. 

(u 1 +»”（/ +fi J ) = (uA + vB) 2 + (vA - uB)\ 

一且这个恒等式写出来之后，其证明没有任何困难之处.（当初发现这个恒等式是 另一回 
事，我们将在本章末对其进行讨论 .） 例如，将右边乘积展开可得 
(uA +. vB )* 4 (kA - uB) 1 > 

= (uA 1 + 2uAvB + » 2 矿） + (»V - IvAuB + u 2 B?) 

= uA 2 + v 2 B z + v t A 1 + uB 1 
=(«- + v 2 ) (/l 2 + B 1 )-. 

现在我们准备描述将素数 

p = 1 (mod 4*) 

表成两平方数之和的费马降 阶法. 如前所述， 该思想 从能表成两平方数之和的某个开 
始，通过巧妙的处理找到的更小倍数，使其仍能表成两平方辫 之和. 为了有助于理解这些 
不同的步骤，我们运用一般程序解决下面的 例子： 

a + b 2 = 881. 

降阶程序展示在下页的 表中. 在继续往下进行之前，务必一步步仔细査看此表. 

下页描述的降价程序将最初的等式 "• 

387 1 + I 2 = 170 - 881 

简化为881的更小倍数 I 


晒 


107 2 + 2 2 = 13 • 881. 
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降阶程序 








为了将 8 S 1 表成两平方数之和，我们对 


881重复降阶程序. 
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降阶法的第二次使用给出了原问题的解， 

881 = 25* + 16*. 


國 


当然， 对于像88】这样较小的数，通过试验法可能更容易求解.但/•—旦很大，降阶法无疑 
更加 有效. 事实上，每运用一次降阶法， P 的倍数至少减半. 

为说明曄阶程序确实有效，我们需要证明五个 断言. 第一步，需要找出数 S 俾得 
(i)A 2 +B 1 =Mp B.M <p. 

为此，取同余式 

x s - 1( mod p) 

的一个解*使得由二次互反律可知，以上同余式有解 e , 因为我们假定 p»l (mod 4). 
于是 /!=*， S = 1 具有 性质/ >1 / l 2 + S 2 , 而且 

M=d j jL gl g (p-l)^l- 2^-2 
P P P 

在降阶程序的第二步，我们选取 U ， 1；使其满足 


u = >1( mod M) , v js B( mod M ) , 


—M ^ u,v ^ 



于是有 

u 1 + v 1 = A 1 + B 2 = O(mod M) , 

因此， J + d 能被 M 整除，设 y + t ^= Af r . 其余四个需要验证的陈述 如下： 
( ii ) rSl . 

以） 1 ^+ 1 ) 8 能被似整除. 

能被 M 整除. 

我们按相反的顺序来验证它们.为证明（ V )，我们计算 


类似地，对 （ iv ) 有 


vA - uB B • A - A • B = 0( mod M). 


uA+vB = A- A+ B- B = Mp = 0( mod M). 

对 （iii), 我们利用 -M/2=Su, t^M/2 来估计 

u 2 + »' (M/2) 1 + (M/2) 2 M „ 

r= -~M~^ - M - =T <M - 

注意，这实际上证明了 r 矣 M/2, 因此，每使用降阶程序一次，/>的倍数至少减半. 

最后，为证明 （ii), 我们需要验证 r_0. 因此假设 r=0, 看看会导致什么结果.如果 
r=0, 则 u J +» 2 =0, 故必有 u=»=0. 但 u3/l( mo dM>, v^e(mod M) , 所'以4 S 都能被 
M 整除.这表明 V+B 2 能被妒整除.但 ，+B 2 =Afp, 所以 Af 必整 除素数 />. 我们还知道 
M<p, 所以必有 W = l. 这表明，+护=/»，我们已将/>表成了两个平方数之和！于是，要 


0 实 际上，求觫* 2 .= -l(n»d_ P ) 的一个 容易的方法是对随机选取的 a, 由欧拉公式（第 

24 章）知因此.《的每次选取有 30* 的成功机会. 


哪些素数可表成两个平方数之和 


125 


么 （ ii ) 成立，要么/+护=/>,从而不必在第一步中使用降阶法 • 

这就证明了降阶程序总是有效的，因此，也就完成了素数的两平方数之和定理两部分的 
证明. _ 

关于平方和与复数的题外话 


恒等式 

( u J + v 2 )( i 4\+ ff 2 ) = ( u /1 + vB) 1 + (vA - uB) 1 
将两平方数之和的乘积表成两平方数之和，这是非常有用的，' 在下一章中我们将发现它的进 
一步的 用途. 你或许很想知道此恒等式从何而来.答案就在复数王国中.复数是形如 
z = x ■¥ iy 

的数，其中 i 是 -1 的平 方根. 只要记住将 i 2 用 -1 替代，两复数的乘法便和通常的乘法一 
样 •于是 ‘ 

, (*i + iri)(*i + » y 2 ) =* i * 2 + + iy ,* 2 + 

= (*i*2 - y.y 2 ) + i(*,yi +r,* 2 ). 

复数也有绝对值， 

I z I = I # + iy I = y * 1 + y 2 . 

该思想是将 *=* + iy 想象成与坐标平面中的点 U , y ) 相对应，则 I 2 |恰好是从 2 到原点 （0, 

0) 的距离.于是，我们的恒等式来自下述 事实： 

积的绝对值等于绝对值的积. 

换句话说，丨 z t z ,\ =\ z ,\ - \ z ,\ . 将其用 *, y 写出可得 

- 1 (*1 + iyi) C*2 + i/2) I = I *, + iy, I • I *1 + iy 2 I 

1 (* i*j - V \ yi ) + « C * iy 2 + ri * 2 ) i =i *, + ir , i *i * 2 + ( y 2 1 

V ( x i x i - yi^y + (* iy 2 + y ^ t) 1 =7*? + y \- J x \ + r \- 
如果将上面最后一个方程的两边平方，则正好得到原来的恒等式（其中 *, = u , y , = P , * 2 = 

A < yj = - fi )- 

还有 t 个属'于欧拉的、涉及四个平方数之和的类似恒 等式： 

(a 2 + 6 1 + c J + + S 1 + C J + D 21 ) 

― (nA + bB + cC + dD ) 2 + (uB ~ bA — cD + dC ")^ 

+ ( aC + bD — cA — dB) z + (aD — bC + cB — dA ) J . 11951 

这个复杂的恒等式与四元数 e 理论有联系，正如我们上述的恒等式与复数相联系一样.遗憾 
的是，对于三个平方数的和没有类似的恒 等式. 的确，将一个整数表成三个平方数之和比将 
整数表成两个或四个平方数之和要困难得多. 


© 四元数是形如》 + 沾+扣+ 14的数，其中 i , j , kfi - i 的三个不同的平方根，满足供 ij = t =- ji 这样奇怪的乘 
法法则. 



26.1 ( a ) 列出小于 50 且能表成 P = « 2 + a6 + 6 2 的所有素数 P . 例如 ， p = 7能表成7 =2 2 +2 • I +1 2 ,而11 

却不能表成这种形式.尝试寻找模式并猜测哪些素数能表成这种形式.（你能证明你的猜测至少 
是部分正确的吗？） 

< b ) 对能表成 +2 A 2 形式 e 的素数考虑同样的问题. 

26.2 如果素数 p 能表成 P = a 2 +56 2 的形式，证明 

p * 1 或 9( mod 20). 

(当然，5:=0 2 +5 • I 2 除外 .） 

26.3 从等式 

557 2 + 55 2 = 26 - 12 049 

出发，两次利用降阶程序，将 U0 49 表成两个平方数之和. 

26.4 U ) 从259 2 + 1 2 =34 , 1973出发，利用降阶程序将素數1973表成两个平方数之和. 

(1>)从261 2 +947 2 = 10 • 96493出发，利用降阶程序将素数96 493表成两个平方数 之和. 

26.5 ( a ) 哪些小于100的素数 P 能写成三个平方敎乏和，即 

p = a z + 6* + c l ? 

(允许 a , b ， ^中的一个为零.比如，5 =2 2 +1 2 +0 2 是三个平方数之和.） 

( b ) 以你在 U ) 中所收集的数据为基础，试做出一个描述哪些素数能写成三个平方数之和的猜想，你 
[| 的猜想应包含以下两个陈述，空格处芘要你 填上： 

' (〗）如果满足_,则/>是三个平方数之和. 

( ii ) 如果 P 满足_,则 P 不是兰个平方数之和. 

( C ) 证明 （ b ) 中猜想的第 （ ii ) 部分.，(你也许会试图证明 （ b ) 中的第 （ i ) 部分， 但提醒 一下，它相当 
困难 .） 

A 26 - 6 编写一个通过尝试1，2, 3,…， 并检验 m 2 是否为完全平方数来求解方程 x 2 + y 2 = n 的程 
序.在有解的情况下，你的程序应返回所有满足 x 矣; r 的解. 如果无解，则应返回恰当的信息. 
fl 26.7 ( a ) 编写一个利用费马降阶程序对岽数 p - Umod 4 ) 求解* 2 + /=/»的程序.输入应包含素数 p 和一 
个满足 

A 2 ^ B 2 ^ 0 (mod p ) 

的数对 B ). 

( b ) 当 P _ 5 ( m od 8 ) 时，修改你的程序使得用户可以不必输人 M , fi ). 筲先，应用逐次平方法计算 
/ I *-2 v ( -4) < ^ )/8 ( raod ^). 然后有(参见习題 25.7). 丙此可以用 M ，1) 
n 作为初始值来执行降阶程序. 


© 哪些素数能表成 />*a 2 + /»6 2 的形式，这个问题已被广泛研究，并与许多释学分支有联系.关于这个主®，甚 
至有一本完整的书 <* 2 +ny 2 型素数 i(Primw of the Form* 2 ， 作者是 David Cox< John Wiley & Sons , 1989). 




第 27 章哪些数能表成两个平方数之和 

在 上一章 中我们对哪些索数能表成两个平方数之和昨问羁给出了明确的回答，本章对任 
意自然数考虑同样的问题.解决方案的重要部分有一个悠久而輝煌的历史，概辑 如下： 

分而治之 I 

这是一种分割求解的策略.当然，“分 割任务 ”并不是将问题本身分开，而是将问题分解成 
易于处理的小块，“逐一求解”是指对每一小块问题求解.伹是这两步可能引起冲突，所以 
必须有第 三步： 把各小块求解合起来成为原问题 的解. •这个统一步骤使用上一章所述的两平 
方数之和的乘积还是两平方数之和这个恒 筹式： 

( u 2 + b 2 )( A 2 + = (uA + vB) i + (vA - uB ) 1 . ( * ) 

下面是将 m 表成两平方数之和的 步骤： 

分割 任务： 将 m 分解成素数的乘积 》 n = P ,; v " P ,. 

逐一 求解： 将每个素数凡表成两个平方数之和. 

C 总统 一 ：反复使用恒等式（ * ) 将 m 表成两个平方数之和. 

从上一章中我们能确切知道“逐一求解”这一步何时起作用，因为每个素数 P 是两个平 
方数之和的充要条件是/>=2或 p 会 l ( mod 4). 例如，为了将10表成两个平方数之和，先将 
10分解成10 =2*5, 再将2和5表成两平方数之和， 

2 = I 2 + 1% 5 = 2* + I 2 , 

然后利用恒等式将它们结合 起来： ' • 

10 '= 2 • 5 = (1* + 1 , )(2* + l 2 ) = (2 + lj * + (2 - 1) 1 = 3* + 1*. 

下面是一个更复杂的例子.我们要将 m = 1105表成两个平方数之和. 

分割 任务： 分解 m = 1105=5 . 13 . 17. 

逐一 求解： 将每个素数表成两平方数之和. 

5 = 2 J + I 2 , 13 = 3 2 + 2 2 , 17 = 4 2 + I 2 

汇总 统一： 反复利用恒等式 （*) 将 m 表成两平方数之 
m = 1105 =5-13-17 , 

, =(2 2 +.1 2 )(3_ 2 +2”(4 2 十 l 2 ) 

= ((6+2)* + (3 - 4) I )(4 J +1 1 ) 

= (8 J +1 J ),(4 2 + lf ) 

= (32 + l ) 1 + (4 - 8) ? 

= 33 J +4? 

如果 m 的每个素因子都可表成两平方数之和， 则我 们的分割、 求解、 统一策略是成功 
的.我们知道哪些素数可表成两平方数之和，因此，如果 m 可分解成 
- ； 

其中每个素数或为2或为模4余丨，就有办法将 m 表成两平方数之和. 
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苐 27 章 


國 


然而，如果回顾上一章的列表，我们会发现还有另外一些 m 可表成两平方数之和. 
例如， , ' V. • 

9 = 3 1 + 0 2 , 18 = 3 2 + 3 2 , 45 = 6 2 + 3 2 . 

发生什么事了？法意上述每个例乎中 m 都能被3 2 整除且+6 1 中的6, 6都可被3整 
除.如果辑 这三个例子用3 2 除便得 到， 



换句话说，这三个例子由 

1 = I 2 +0 2 , 2 = I 2 + I 2 , 5=2'+^ 

两边同时乘上3 2 得到. 

我们可以将此推广到一般 情形. ^ m =^+ b \ 两边同乘 d 2 可得 
、 d 2 m = ( da ) 1 + ( db ) 1 . 

于是，如两平方数之相，则对任意 rf , 也是两平方数 之和. 另一方面，如果 m = 

<1 1 +6 2 且< 1 =以， 6= dS 有一个公因子则可以提出/而得到 
m = ^{ A * + B 1 ). 

于是， m 可被 rf 2 整除，且 m / d 2 是两平方数之和. 

这就意味着，当我们试图将 m 表成两平方数之和时，可以不考虑 m 的平方因子.换句 
话说，取整数 m 并将其分解为 

m = p^-p^ 2 , 

其中素因子 Pl ， p 2 ，…， p , 互不 相同. 如果 Pl , p 2 , …， p , 都能*成两平;5•数之和，则 m 就 
能表成两平方数 之和. 例如，.考虑 m =252 000. 将 m 分解为 

m = 252 000 = 2, . 3 1 . 5, . 7 = 2 . 5 • 7 • (2* . .3 • 5) 2 = 2 • 5 • 7 • 60 1 . 

因为素数 7 不能表成两平方数之初，所以 m 不能表成两丰方数之和（参见习题 27.4). • 

再看另一个例子，取 m =25 798 500.则 

m = 25 798 500 = 2 2 • 3 4 ♦ 5 3 • 7^ : 13 = 5 • 13 • (2 • 3 2 • 5 • 7) 2 = 5 • 13 . 630 2 . 

这时，5和13都能表成两平 方数 之和，且易得65 =5' • 13 =8 2 +1 2 .两边同乘630 2 即得 
m = 65 ■ 630 2 = (8 - 630) 2 + (1 ‘ 630) 3 = 5040 2 + 630 2 . 

在这一章中，对哪些数可表成两平方数之和给出了明确的 回答. 我们将以上结果总结为 
_下述 定理. 该定理还包含了一些更有趣的事实，其证明留作习题. 

定理 27.1( 两平方数之和定理）： 设 m 是正整数. 

( a ) 将 m 分解为 . 


m _ = 'PlP2 … P+,M 2 ， 

其中 …，尺是互不相同.的素崮子，则 W 可表成两个乎方数之和的充要条件是每个 p._ 




哪些'数能表成两个平方数之和 
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或为 2 或为模 4 余 1. ' 

( b)m 能表成两平方数之和 m = a 2 +6 2 且 gcd ( ii , b ) =1, # 且仅当以下两个条并之一 
成立： ： 

( i ) t 是奇数且 m 的每个素因子都模 4 余 1. 

( ii ) m 是饵数， m /2 是奇数且 m /2 的每个幸因子都模 4 余 1. 

勾股数组回顾 

回顾 ® —下，勾股数组是满足方程 
- a J + b 1 = c J 

的正整数三元组 （ a , 6, 如果 gcd («, 6) =1,则称这样的三元组为本原的.现在我们可 
以完整描述所有能在一个本原勾股数组中作为斜边 c 的数. 

勾股数组定理是说，毎+本原勾肢数组可 通过选 取互素的奇数并令 
• t ? - t 2 s 1 j - t 1 

得到.因此，我们现在寻求存在 s , t 使 1 <； = (/+)/2 的所有正整数 c 的一个描述.换句话 
说， c 是一个本原勾股数组的斜边当且仅当方程 

2 c . = 4 2 + t 1 • 

有互素的奇整数解 s , t. 

注意，首先 c 必须为奇数(在第2章中已证明）.因此，我们要问的是，哪些奇数 c 的2 
倍即 2 c ) 能表成两个互素整数的平方和.由两平方数之和定理可知，解决此问题的充要条 
件是 C 的每个素因子都模 4 余 1. 下面的定理给出了我们所证明的结论 r 

定理 27.2( 毕达哥拉斯斜边命题） c 是一个本原勾股数组斜边的充要条 件辜： C 是模 4 
余1的素数的乘积. 

例如 ， c = 1479不能作为本原勾股数组的斜边，因为1479 =3 . 17 • 29. .另一方面 ， C = 
1105可作为一条斜边，因为1105 =5 . 13 • 17. 此外，我们还可以通过解？+« 2 =2 c 求出 s 
和 * 的值，并用它们求出相应的 a 和 6. 于是，由本章前面的1105 =33 2 +4 2 可得 
2 c = 2 . 1105 = ( I 1 + 1 J )(33 2 + 4 2 ) = 37 2 + 29:. 

由于*=37, t =29, 因此 a=rt = 1073, b = U - t 1 )/2 = 264. 这就得出了我们想要的以1105 
为斜边的本原勾股数组 （1073, 264, 1105). 

习题 


27.1 对下面给出的每个 m , 将 m 表成两平方数之和或者说明不能表示的原因. 
( a )4370 ( b )1885 ( c )1189 ( d )3185 


27.2 对下面给出的每个 c , 求出以 c 为斜边的一个本原勾股数组或者说明不能求出的原因. 


© 在这个场合下，“回頋……”是种客气的.说法，意指“现在是重读第2章并 S 习勾股数组定理的好时机”. 
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( d )3185 


第 27 幸 


27.3 

27.4 

27.5 


( a ) 4370 ( b )1885 ( c )1189 


枣出两对 6 正整数 （ a , c ) 使得 c * 2 + 5929 = C *. 

本习题将完成两平方数之和定理第一部分的证明.设 m 为正整数且 m 可分解其 


中 P ,, P 2 , …，扒是互不相同的素数.如果某个 R 模4余\证明 m 不能表成两平方数之和- 


本习题将完成两平方数之和.定理第二部分的证明.设 m 是正整数. . 

( a ) 如果 m 是奇数且 m 的每个素因子都模4全1，证明 m 能表成两平方数之和 m = a 2 + 6 2 且 


gcd ( a , b) =1. 

( b ) 如果 m 为偶数， m /2 为奇数且 m /2 的每个素因子都模4余1，证明 m 能表成两平方数之和 m = 
a 2 +6 2 且 gcd ( fl , 6) =1. 

( c ) 如果 m 能表成两平方数之和 m = a 2 + P 且 gcd ( a , 6)=1, 证明 m 必是 （ a ) 或 （ b ) 中所描述的正整 

数之一 • ， | 

对任意正整数 m , 令 I 

S ( m ) =将 m 表成 m = + 6 2 且《 > 6多0的方法数. 

例如， 

5(5) = 1,因为5 = 2 2 +1\ 

5(65) * 2，因为65 = 8 2 + I 2 * 7 2 + 4 2 , 
rt 5(15) =0. ， 

(a) 计算下述 各值： 

( i )5(10) ( ii ) S (70) ( iii ) S (130) ( iv ) S ( HO ^) 

( b ) 如果为素数且 P sl ( mo d 4), 那么 S ( p ) 的值是多少？证明你的答案是疋确的 • 

( c > 设 p ， 9 是不同的素数，且都模4余1,则的值學多少？证明你的答案是正确的. 

( d ) 更一般地，如果/>,,…, Pr 是耳不 相同的素数，耳都棵 4 .余丨，那么的值是多少？ 
证明你的答案是正确的. 

^27.7 编写一个通过将》分解成索数乘积来求解的程序，先用降阶法（习题 26.7) 解出每个 I * 2 + 
[2031 #= P , 苒将它们合起来求出 U , y ). - " • 
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27.6 


rtf 


© 事实上，方程有四个解，但其中只有两个解是本原的，即满足 c) *1. 



第 28 章方程 X 4 + / 4 = Z 4 

费马大定理是费马在17世纪中叶随手写在一本书的空白处的.它的证明直到20世纪末 
才由怀尔斯 （Andrew Wiles ) 给出.该定理是说， 如果; 13*3, 则方程 
a " + 6° = c " 

没有正整数解6, c . 在本章中将给出费马关于这个断言在特殊情形 n =4时的证明.事实 
上，我们将证明下面这个更强的结论. 

定理 28.1( 指数为4的费马大定理1 .方程 

* 4 + / = ^ _ 

没有正整数解 *, y, Z. 

证明我们用费马的降阶法来证明这个定理.正如在第26章中将一个素数表成两个乎 
方数之和那样，“降阶”的思想是把一个较大的解降阶成一个较小的解.这种方法在此处有 
效吗？因为毕竟我们试图证明的是方程根本没有解. 

我们要做的是假定方程存在一组正整数解 （*, y , *), 利用这组解去产生一组新的正整 
数解 U , y , Z ) 满足 Z < z . 重复这个过程，可得到无穷多个解 

(*i »yi »(* 3 » r 3.*3) .*'• 其中 a > z 2 > z 3 > •••• 

当然，这完全是荒谬的，因为一个单调下降的正整数数列不可能一直继续下去.造成这一荒 
谬的唯一漏洞就在于最初假设方程有解.换句话说，这个矛盾表明方程无解. 

现在给出核心细节.假定（*， y , z ) 是方程 
+ / = 

的一组解，我们想要找到一组更小的解.如果 *, y , z 有公因子，可以将它提出来约去，因 
此，可以假定*, y ， Z 是互素的.接下来，我们观察到，如果令0=/, b = y \ C = Z ，则 （ a , 
b , C ) 是一个本原勾股数组， 

+ fc 2 = C 2 . 

从第2章可知所有本原勾股数组的形式.必要时交换 *, y , 则存在奇数 t 使得 



注意到乘积 m 是奇数且等于一个平方数，而模4平方剩余只能是0或1,故必有 
it s 1 (mod 4). 

这表明 * 和 t 要么都是模4余1,要么都是模4余 3. 无论哪种情况，都有 
* = ((mod 4). 

接下来看看方程 

2〆 = s 1 - = (i - t) (* + t). 

s 和 t 是互素的奇数这一事实表明 * -1 和 s + t 的唯一公因子是 2, 我们还知道 s - * 能被4整 
除，所以 s + t 必是一个奇数的2倍.进一步，我们知道乘积0-00+1)是一个平方数的2 
倍.上面这些结论能够成立的唯一情形是 
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s + t = 2u 2 , s - t = 4n J , 

其中 u 与 2« 是互素的整数. 

将<用 it, w 表示，则有 

s = m 2 .+ 2 v 2 , t - u 2 - 2 v 2 , 

代人 * 2 =« 可得 

* 2 = « 4 - 4 v \ 

整理可得 

x 1 +4» 4 = u . 

遗憾的是，这不完全是我们所期待的方程，因此，我们重复上面的过程.如果令 4' = *, 
B =2» 2 , C = u ,则有 

A 2 + = C \ 

因此， （/l, C) 是一 个本原 勾股数组.再次参照第2章，可找到互素的奇数 S 和7\使得 

x^A = ST , 2 v^B = = C = 


由中间公式可得 

4t> 2 = S s - T 2 = (S - T)(S + T). 

因为 s 和 r 是互 素的奇数，所以 s - r 和 s + r 的最大公因子是 2. 此外，它们的乘积是一个 
平方数，从而必有 I y , 使得 

S + T = 2X\ S - T = 2Y\ 


将 s 和 r 用 A ", y 表示，则有 

S = X 1 + Y 2 , T = X 1 -Y 2 , 

代人关于^的公式可得 

^ _ s 2 + T 1 _ (X 1 •» y 1 ) 1 + ( 浐 - y 2 )】 

U " ~2~ = 2 
瞧！我们得到原方程/+/=/的一组新解 d y , 

剩下来只要证明这个新的解比厚来的 解小. 由上面的各种公式可得 

I 1 + t 1 (u 2 + 2 d 1 ) 2 + (“ 2 - 2w 2 ) 2 
Z = = 2 
由此可见 .， u 比 z 小. 


x* + r*. 


4«A 


习题 


□ 


12061 28.1 证明方程/=* 3 无非零整数解 *, y , *• 


第 29 章再论三角平方数 


有些数是“有形”的，因为它们能用某种规则的图形来展示.例如，一个 平方数 n 2 可排 
列成 /IX n 的正方形.类似地，一个 三角数 是指可排列成三角形的数.下面的图形展示了前 
几个三角数和平方数 （1 除外）. 


三角教 


因此，对不同的 m 值， 


就构成了三 角数. 在第1章中我们发现了第 m 个三角数的公式， 
1 + 2 + 3 — +m =色 (J" 2 +1) . 


下面是前面的一些三角数和平方数的列表. 

三角数 1，3, 6，10, .15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91，105 
平方数 1，4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81，100, 121, 144, 169 
在第1章中我们提出了“三角卒方数”的问 M , 即找出岗时是三角数的平方数.上面这 
个小列表展现出两个这样的 例子： 1( 不是很有趣）和 36. 这表明36个点既能排成 6 x 6 的正 
方形形状，又能排成8行的兰角形形状.第丨章中的一个习题要我们找 出一两 个其他的三角 
平方数的例子，并思考总共有多少个这样的数.用第20章起的各章所获得的数学知识，我 
们将给出一个找出所有三角平方数的方法. 

三角数具有形 + 1)/2, 平方数具有形式所以三角.平方数是方程 

2 m + 1 ) 

71 = ~ 2 ^ 


的正整数解 m . 两边同乘8,并做一点代数运算可得 

8 n 2 = 4 m 2 + 4 m = (2 m + I ) 2 - 1. 

这提示我们作代换 


x = 2 m + 1, y = 2 n t 


得到方程 


2 〆 =* 2 - 1 , 
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整理得 

由这 V 方程的解可得到三角平方数 


- 2 / = 1 . 



2 


n= f- 


通过试验，我们得到一组解（*， y )=(3, 2)，它给出了三角平方数 （ m , r ») =(1, 1). 
进一步试验（或利用36是5角平方数这一事实），我们找到另一组解 （*, y ) =(17, 12), 相 
_应的三角平方数为 （《», »)=(8,、6).对 y = l , 2, 3,…，通过用计算机验证1+2/是否为 
平方数可找到更多 的解. 下’一个解是 （*, r ) =(99, 70), 它给出了一个新的三角平方数 
( m , n )=(49, 35). 换句话说，1225是一个三角平方数，因为 
35* = 1225 = 1 + 2 + 3 + — +48+49. 

可用什么工具求解方程 , 

X 2 - 2 / = 1 ? 

我们过去反复使用的一种方法是因式分解.可是，如果限制在整数范围内，则无法 
分解.但如果我们稍微开阔一下®界，它就可以分解成 

x 1 - 2/ = (* + y^)(x - y 在、. 

例如，解（*， y ) =(3, 2) 可以写成 

1 = 3 2 - 2 2 1 = (3 +2^)(3 -2^2). 

对上面的等式两边平方，看看会发生什么. 

1 = I 2 = (3 +2 v ^) 2 (3 -2^2 ：y 

= (17 + 12#)(_17 - 12 用 
= 17 1 - 2 - 12 2 

因此，通过对 解“， y ) =(3, 2)“平方”，我们构造出了下一个解 （*, y ) =(17, 12). 

可以重复这个过程以找到更的解.例如，对（*，. y >=(3, 2) 三次方可得 
1 = I 3 = (3 +2 v ^) 5 (3 -2 ^iy 

= (99 +70在 ）（99 -70^/2) 

_ = 99 2 - 2 . 70 J ， 

对 （*, y ) =(3, 2) 四次方可得 

1 = I 4 = (3 +2. V 5 V (3 -2^2)* 

= (577 + 408 V ^) (577 - 408 ^2) 

= 577 2 - 2 . 408 2 . 

注意到四次方给出了一个新的三角平方数 （》 n , »») =(288, 204). 在做这一类计算时，不必 
对初始解自乘得到更高次幕.我们可以用当前解去乘初始解来得出下一个解.因此，要求一 
个5次幂的解，可用4次幂的解557 +408#去乘初.始解.？+2及，可得 


(3 +2^) (577 +408 75") = 3363 + 2378 ^ 2 , 

由此得到5次幂的解 (*, y ) =(3363, 2378). 继续这个过程，可构造出一列三角平方数. 


再论-三.角平方教 


135 







55 420 693 056 


如你所见，这些三角平方数变得湘当之大. 

通过将3 +2#自乘到越来越高次幂，可找到方程 
X 2 -2y = 1 

的越来越多的解，这就不断地给我们提供三角平方数.因此，有无穷多个三角平方数.这就 
回答了我们原来的问题.但现在要问，这#做能不能得到所有的三角平方数.答案是肯定 
的.而且，当你知 it 我们用降阶法去证明这个事实时也不要感到吃惊. 

定理29.1{三角平方数定理} ( a ) 方程 

- 2 / =1 

的每个正整數解都可通过将 .3 +2^1自乘得到，即解 （* t , h ) 可以通过展开下式得到. 
x k + y k ^2 = (3 +2 V ?)*, k = 1,2,3,-. 

( b ) 每个三角平方数 + 由 



给出，其中（* 4 , y *) 是由 （ a ) 得到 的解. ' 

证明只需证明若 U , ») 是的任一解，则它可由解 （3, 2) 的幂得到，也就 
是说，必须证明 

u + v^l = (3 +2^2) 1 

对某个 fc 成立.我们用降阶法来证明.以下是证明方案.如果 u =3, 则有 t >=2, 结论显然 
成立.故假设 u >3, 我们证明存在另一正整数解 （*, t ) 使樽 

u + v ^2 = (3 +2^2 )(s + t . j 2) 且 a < u . 

这样做为什么有用呢？如果 U , t )=(3, 2), 则已 证完； 否则， s 必大于3,因此我们 
可以从0开始用同样的方法得到一组新的解 （9, r ) 满足 

s + t ^/2 = (3 + 2 ^2) (q + r ^2) ,且 g < s . 

这说明 

u + v - j 2 = (3 + 2 V 5") 2 (9 + r 在、. 
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如果 (9, 0=(3, 2), 则已 证宪； 否则，苒次重复上述过程，我们发¥这个过涯不 能无限 
进行下去，因为每次都得到 一> 新解，其中 * 的值变小.但这些值都是正整数，因此它们不 
_能无限地持续变小，从而最终得到解 （3, 2), 这意味着我们最终将《+»及表成3+2# 
的幂 • 

因此，我们从解 U , ») U .>3) 开始寻找一个解0, I), 它具有性质 
it + v - j 2 = (3 + 2^/2 ){s + ttjl ) , s < u . 

将方程的右边展开，需要对^ t 解方程 

u + V-J2 = (3* + 4t) + (2 j + 3t) ^2. t 

也就是说，需要解方程 - 

u = 3 s + 4 e , v = 2* + 3 t . 

这很容易.答案是 、 . 4 

s = 3 u - 4 t », t . = - 2 u + 3 o . 

下面验证 （*, t ) 确实给出一组解. 

s 1 ~ 2 t 2 . = (3 u - 4»)* - 2( - 2 u + 3 w ) 1 

= (9 u 2 - 24 uv + 16«) - 2(4 u J - I 2 uv + V ) " 

= U 2 - 2 v 2 

= 1 . k 

因为我们知道 （ U , *0 是一组解，故 U , 0的确是—组解.还需验证另两件事情.首先，需验 
证 S , * 都是 正的. 其次，必须证明因为我们希望新解小于原来的解. 

由 

U 2 = 1 + 2 v J > 2 v x 

易知 s 是正 的. 由上式可得“>办，而3及》4.242大于4,故 
HH ] s = 3 u — 4 v '> 3-.- j 2 v - 4» = (3 y /2 - 4)» > 0. 

证明 t 为正数需要一点技巧.以下是一种 证法： 

假设. 

两边平方. 

两边同时加上 8 u 2 . 

将9移到等式另一边. 

两边词 h 除以 9. 

因为 - 2 i > 2 = 1 . 

两边除以2并开方. ’ 

利用最后一个不等式，易证 t 是正数. 

2 

t = - 2 u + 3 v > - 2 u + 3 • —u = 0. 


u>3 
» 2 >9 " 

9u, 2 >9 +8it 2 
9u -9 >8« 2 

u 2 - 1 > 吾 * 

2 

V> Y U 
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现在我们知道 t 均为 正数. 因为 u =3 s +4 t , 故可得 s < u , 这就证明了降阶过程是有 
效的，从而完成了三角平方数定理的证明. □ 

三角平方数定理表明，方程 

- 2y 2 = 1 

的每个正整数解（* 4 , 可由下式展开 得到： 

^ = (3+2#)*, k = 1,2,3,-. 

本章开头的表格清楚地表明，当 A 增加时，解的大小随之迅速增加.我们想对第4个解到底 
有多大有一个更精确的直观认识.为此，我们注意到将上式中的 V 5 ■换成 - V ? 后公式仍然成 
立.也就是说，下式 成立： 


x k - y t ^2 = (3-2^2) k , k = 1,2,3,-. 

若将两个式子相加后用 2 除，可得到关于的 公式： 

(3 +2及) * + (3 -2 j 2 ) t 
** = 2 • 

类似地，若用第一式减去第二式后再用2除，可得关于。的 公式： 

(3 +2^2 ) k - (3 -2 VSV 
^ ~ 2 ^ . 

这些关于*,， y t 的公式是很有用的，因为 

3 +2^« 5.828 43, 3 -2^2 « 0. 171 57. 

3 -2 V ?小于1这一事实表明，当取 3-2 V 5 ■的一个大的幂时，我们将得到一个非常小的数. 
例如， • 

(3 - 2 V ?) m « 0. 000 000 022 1, 

因此， 

* 10 =' 。 + 10 « 22 619 536. 999 999 988 95, 

y m « ( 3 + 2 V ^)'° 存 15 994 428. 000 000 007 815. 

2^2 

但我们知道 * l9 , y , 。为整数，故第10个解为 

(*,»,7 10 ) = (22.619 537,15 994 428). 

由此可发现第10个三角平方数 = m ( m + l )/2 由下式给出： 
n = 7 997 214, m = 11 309 768. 

从 y 4 的公式中还可明显看出，之所以解迅速增加，是因为 


〜《 +(5. 828 43)*， y t « - i _(5. 828 43)*. 


因此，每个后继解比前一个解的5倍还要大.从数学上讲，我们称解的大小按指数增长•后 
面，当我们在第43章中研究椭圆曲线时，将看到一些方程的解甚至比指数增长还快！ 
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习题 

29.1 求出 ■方程 

x 1 - 5/ = 1 

的四个正整数解 .（ 提示： 用试验法找到一个小的解 （ o , 6), .然后取 0+6 VT 的幂 .） 

29.2 ( a ) 在第26、27章中我们研究了哪些数可以表成两个平方数之和.编辑一些数据并尝试给出一个猜 

想，说明哪些数可以表成（一个或)•两个三角数 的和. 例如， 7 =丨+6, 25=10 + 15都是两个三角 
数之和，而1'9则不是 .• 

( b ) 证明你在 （》) 中的猜想是正确的. 

( c ) 你认为哪些数可表成1个、2个或3个三角数之和？ 

29.3 ( a ) 对 i =0, 1, 2, 3,…，设 （* t , yj 是定理 29.1 中描述的方程* 2 -2 〆 =1 的解. 用正数填空使下 

式 成立： ' 

*“■ =_ *k y*, 7k*t - _** +_y*. 

证明上述公式是正确的. 

( b ) 用正数填空使得下面的陈述 为真： 如果 （ m , / I )给出一个兰角平方数，也就是说， 若 ( rn ， n ) 满足 

n 2 〉/2,则 

(1 +_ to +_ n t 1 +_ m +_ ») 

也给出一个三角平方数. 

( c ) 如果 t 是一个三角平方数，说明为什么丨 +17 L +6 ■是下一个三角平方数. 

29.4 数；1称为五角數是指》个点能被排在一个 （填 满的）五边形里.初始的4个'五角数为 U .5, 12和22, 
见图 29.1. 应该想象出每个五角形都位于下一个更大的五角形里面，第》个五角数由边长为"的五 
边形构成. 



图 29.1 谕4个五角数 


_ 


( a ) 画出第5个五角数的图形. 

( b > 通过计算给出一种棋式，并找出第 n 个3；角数的简单公式. 
( c ) 第10个五角数是什么？萆100个五角数是什么？ 


第 30 章佩尔方程 

在上一章中我们给出了方程 

X 1 - 2 / = 1 

的正整数解.这个方程是佩尔方程的 特例. 佩尔 （ Pell ) 方程是指具有形式 
X - Dy 2 = I 

的方程，其中 Z ) 是一个固定的正整数并且不是完全平方数. 

佩尔方程有着悠久而迷人的历史，它首次被记载在“阿基米德牛群问题”中.该问题涉 
及8种花色的牛，要求读者确定各种花色的牛的数量.各种线性关系已经给出，并且附加两 
个条件，即指定某些数是完全平方数.经过一系列计算，这一问题最终简化成求解佩尔方程 
x 2 -4 729 494 〆 = 1. 

最小解由 Amthor 最先于1880年确定，其中的 y 含有41位数.于是，原来牛群问题的解有成 
千上万的位数！看起来阿基米德及其同时代的人是可能确定这个解的，但能想到提出这样 
—个问题还是令人神魂颠倒的. 

时光飞逝，求解佩尔方程的第一个有意义的进展出现于印度.早在公元628年，婆罗摩 
笈多就描述了如何利用佩尔方程的已知解去得到新的解.到了公元1150年，婆什迦罗给出 
了一种天才的方法去寻找初始解.这个方法颇具现代味道，令人吃惊.遗憾的是，这一开创_ 
性的工作在很长一段时间内一直不为欧洲知晓，裒到17世纪才被重新发现和取代. 

婆罗摩笈多 （ Brahmagupta , 598—670) 婆罗摩笈多是同时代印度最著名的数 
学家之一，他最著名的著作是写于公元628年的 《 Brahmasphutasiddhanta 》 （宇宙的开 
始）. 这本非同寻常的书中包含了对形如-办 2 =/«的方程，特别是“佩尔”方程 
=1的讨论.婆罗摩笈多描述了一种用已知解釗造新解的混合方法，他将 
该方法称为 samasa , 他还给出了一个（有时）餌得到初始解的算法 • 

大约500年后，印度数学家婆什迦罗 （ Bhaskaracharya , 1114—1185) 推广了婆 
罗摩笈多关于佩尔方程的工作，他描迷了一个通过对原始近似解反复约化而得到真 
解的方法. 婆什迦罗称自己的方法为 chakravala . 现在，这种类型的论证被称为 & 费 
马降阶法”.第26章和第28章中给出了费马降阶法的例子.婆什迦罗通过解* 2 - 
61 y J =1说明了他的方法，这比费马用此方程向他人挑战早了 500年. 

现代欧洲关于佩尔方程的历史始于1657年，当时费马向俾的数学家朋友提出求解方程 
* 2 -61/ =1的挑战.其中几位数学家找到了最小解 

(*, y ) = ( 1 766 319 049,226 153 980) , 

1657年布朗克尔 （William Bnmncker 〉 描述了求解佩尔方程的一般方法，布朗克尔为了说明他 
的方法的有效性，仅用两个小时就求出方程 

x 1 - 313 y 2 * 1 


的 一个解 
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(32 188 120 829 134 849,1 819 380 158 564 160). 

沃利斯 ( J . Wallis ) 在一本关于代数与数论的书中描述了布朗克尔的方法，并且沃利斯和费马都 
断言佩尔方程总是有解的.欧拉错误地认为沃利斯书中的方法属于另一位英国数学家佩尔，并 
且正是欧拉将这个方程称为我们目前所熟知的“佩尔方程”.这个误解使佩尔获得了不朽的 
_数学名声®! 

假设可求得佩尔方程 

** -Dy 1 = \ 

的一个则可以利用上一章中对 D =2所描述的同样方法来产生一个新的解.将 
已知解因式分解为 

1 = ; A - Dy\ = (at^ + y lA /&) (*, - , 

两边同时平方便得到一个新的解 

1 = I 2 = (*, + - yr/D) 1 

= ( + y\D) + 2*, riV ^)((*J + y]D) - 2x, 7l M 
=(x] +y?Z)) 1 - (2x >y yD. 

也就是说， 2*, y ,) 是一个 新解. 取 3 次幂、4次幂，等等，可以找到所需的任意 
多个解. 

还留有两个麻烦的问题.首先，每个.佩尔方程都有解吗？注意，当我们研究佩尔方程 
* 2 -2/=1时，这个问题并不存在，因为对这个特定的方程能轻易地找到解(3, 2). 其次， 
假定一个给定的佩尔方程确实有解，是否每个解都可通过对最小解取幂而得到？对于方程 
* 2 -2 y J = l , 我们证明了确实如此，因为每个解都可通过3+2在的幕产生.下面的定理同 
时回答了以上两个问题. 

定理 30.1( 佩 尔方程 定理） 设 D 是一个正整数且不是完全平方数，则佩尔方程 
x 2 - Dy 1 = 1 

总有正整数解.如果（七， yj 是使气最小的解，则每个解（乂，可通过取幂 得到： 

** = (*i +r,VD) 1 , k = 1,2,3,—. 

例如，佩尔方程 

[2181 X 1 - 47/ = 1 

的最小解为 （*, y ) = (48, 7). 那么所有解可通过对48+7#取幂得到，第二小和第三小 
的解分别是 

(48 +7 = 4607 + 672 ^47, 

(48+7 V 57) 3 = 442 224 +64 505 ^47. 

佩尔方程定理的第二部分是说，佩尔方程的每个解是最小解的幂，其证明其实并不太 

© 有些人生来伟大，有些人实现了伟大，而有些人则被冠以数学上的伟大.为了有利于澄淸历史，"鳅尔方程”的 
-个更好的名称应为 “fl 3 方程”，以此纪念三位姓氏以 B 开头的数学家——婆罗摩笈多< Brahmagupta)、 典什迦 
罗 （Bhaakaracharya) 和布朗克尔 （Brouncker). 
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难.对任意的0值，可以用上7•章中证明=2时的类似方法去证明.然而，第一部分（即 
每个佩尔方程至少有一个解）的证明稍微有点困难，我们把这两部分的证明推后到第32章. 

表 30.1 列出了所有 Z ) 矣75的佩尔方程的最小解.如你所见，有时候最小解相当小，例 
如，相对于方程 V -75/= 1有最小解 (26, 3), 方程-72 〆 =1有更小的解 （17, 2) .另 
—方面，有时候最小解非常巨大.•表中显著的例子有 

* 2 - 6 ly 2 = 1 的最小解为 （1 7 66 319 049,226 153 980) , 

** -73/ = 1 的最小解为 （2 281 249,267 000). 

这种现象的另一个例子是 

X 1 -97 〆 =1 的最小解为（ 6 280'9 63 3, 6 377352). 

当然，还有一个已经提到的方程 -313 / =1同样有非常大的最小解. 


表 30. 1佩尔方程 X *- D / =1的最小解 



关于何时最小解真的很小、何时最小解很大的问题，还没有已知的模式，已经知道方程 
* 2 - Dy 2 = l 的最小解 （*, y ) 满足 *<2 fl . 但这显然不是一个很好的估计' 或许你会看出一 


@西格尔 （C. L. Si*gd) 有一个关于最小解 （*, y) 的更稱确的界.他证明了对每个 D 都有一个正整数 k 使得 
^•1叫(*+ > " 1 /^)与 1 /5有相同的阶.特别地， log* 和 logr 不会比■/互的倍数大很多.因此，欲使 ) ■较小，这 
个神秘的数 A (称为 D 的类教）®很大.关于类数有许多未解决的问题.其中包括离斯著名的箝想：有无穷多个 
JD 使其类数为 U 
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_个别人没有注意的模式并利用它去证明关于佩尔方程解的至今不为人知的性质. 

习题 

30.1 佩尔方程是指形如的方程，其中 fl 是一个不是完全平方数的正整数.你能想出为什么要 
求 o 不是完全平方数吗？假定 D 是一个寅全平方数，比如 D=A 2 , 你能描述方程=丨的整 
数解吗？ 

3«.2求出佩尔方程* 2 - 22 /=1的一个解，满足*>10 6 . 

30.3 证明佩尔方程* 2 - 11/= 1的每个解都可由 10 +3/TT 取幂得到.（不要仅引用佩尔方程定理.希望你 
(2201 能利用第 29 章处理方程/ -2 / = 1 方法给出关于这个方程的证明 .） 

30.4 继续研究习题 29.4 中描述的五角数.‘ 

(a> 是否存在五角数 （1 除外〉 同时也是三角数?_有无穷多个这样的数吗？ 

是否存在五角数 （1 除外〉 同时也是平方数？有无穷多个这样的数吗？ 

I22TI <c) 是否有一些数 （1 除 '外〉 同时是三角'数、平方数和五角数？有无穷多个这样的数吗？ 
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如何求出佩尔方程 

* 2 - Dy 2 = 1 

的一个正整数解*, y ? 因式分解 

(* -y</D) (* + y Tfl ) =1, 

将1表成两个数的乘积，其中一个相当大，更精确地说，■相当大，尤其在 *, y 很大 
的时候更是如此，因此，，另一个因子 


必定相当小. 

我们利用上面的结果来研究以下 问题： 

* 能小到何种程度？ 

如果能找到整数*, ;^使*-;^7^非常.小，则可以期望 y 是佩尔方程的一个懈 e . 本章的 
剩余部分将专注于给出狄利克雷对于该问题的一个筚亮的解答.下一章我们将.回到对佩尔方 
程的讨论. 

从问题最容易的答案 开始. 对任意 正整数 y , 如果取*是最接坻的整数，那么差 

• \ x -y^D\ . 

这是因为任意一个实数都介于两个整数之间.， 所以谇 实数与较坻一个整数的距离至多是 

还能做得更好吗？下面是关于#的一个简表.对1到40之间的每个 y , 表中列举了与 
7 ■/!! 最接近的整数 * 以及丨 * -y 7 ill 和 - 13 y 2 的值. 


11 

14 

18 

22 

25 

29 


y I *-y /l3 I 

1 a 394 449 

2 0.211 103 

3 0. 183 346 

4 0. 422 205 

5 0. 027 756 

6 0. 366 692 

7 0. 238 859 

J_0.155 590 
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I x-y /l3 I 
0. 449 961 
0.055 513 
0.338 936 
0.266 615 
0.127 833 
0.477 718 
0. 083 269 
0.311 180 



© 遗憾的是，正如生活中经常发生的那样，当结果表明*， y 仅仅是“佩尔型”方程办 2 =黹的解时，我们的希 
望落空了*不要失望，化悲伤为欢乐 • 我们可以适当地选取* 2 -办 2 =Af 的两个解， 并且 非常奇妙地用它们来 
求=丨的解. 
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61 

65 

69 

72 

76 

79 

83 

87 

90 

94 

97 

JOl 


7 I x-y * 2 c'13 / 

~17 0.294 372 -36.000 

18 0. 100 077 13.000 

19 0.494 526 68.000 

20 0.111026 -16.000 

21 0.283 423 43.000 

22 0.322 128 - 51.000 

23 0.072 321 12,000 

24 0.466 769 81.000 

25 0.138 782 -25.000 

26 0.255 667 48.000 

27 0.349 884 -68.000 

28 _0. 044 564_9, 000 


* ■y- I »-y ^\3\ 

l05 29 0.439 013 

108 30 0. 166 538 

112 31 0.227 910 

115 32 0.377 641 

119 33 0.016 808 

123 34 0.411 257 

126 35 0. 194 295 

130 36 0.200 154 

133 37 0.405 397 

137 38 0.010 948 

)41 39 0.383 500 

144 40 0.222 051 


(续） 
x 2 -\3y 2 
~92.000 
-36.000 
51.000 
-87.000 
4.000 
101.000 
-49.000 
52. 000 


-108.000 
-3.000 
108. 000 
-64.000 


注意，正如我们所预测的那样 ， （*-y yn 〉 总是小于有时它接近比如当 y = 19 
12231和 y =24时，但有时它又很小.例如，表中有四个例子，它们的距离都小于 0. 05 : 

(*, y ) i= (18,5), \ x - y 7»3 I = 0.027 756, x 1 - 13 y l = - 1 , 

(*， 〆 ）=(101,28 )， f l * -y yi 3 I = 0.044 564, x 1 - 13 y J = 9, 

(*, y ) = (119,33), \ x - y yi 3 l = 0.016 808, x 1 - I3y = 4, 

(x,y) = (137,38), \ x - y I = 0. 010 948, x 2 - 13/ = - 3. 

如果将表延伸到 y =200, 我们将发现下面所有的数对满足 I yill <0.05： 

( 18,5 ) , ( 101 ,28), (119,33) ,(137,38),( 155,43), (238,66) ,(256,71), 
(274,76),(292,81),(375,104),(393,109),(411,114),(494,137), 
(512,142),(530,147),(548,152),(631,175),(649,180),(667,185). 

你看出什么模式了吗？唉，我也没看出来. 

由于 似乎没有什么明显的模式，因此采用一种不同的方式将丨 / Hi 变小.我们 
使用的方法叫做 


鸽笼原理 

f 这个奇妙的原理是说，如果鸽子比鸽笼多，那么至少有一只笼子里有2•只以上的鸽 
子 9 !尽管该原理看上去是明显和平凡昀，但是对该原理的恰当应用能产生丰富的数学 
成果. 

我们将要做的是寻找两个不同的倍数 y , #和 y 2 y / D , 使它们的’差非常接近一个整数. 
为此，选择某个大数 r 并考虑如下所有的 倍数： 


0鸪笼原理是城里人的叫法，它经#以抽屉原理或 SchubfachMhhip 的名宇在乡村中流传.抽屉原理 断言： 如果物 
悴比抽屉多，那么，某个抽*中至少包含两个物体.许多人认为与钠笼相比，抽屉有点单调，而徳语 
Schubfachschlup 听起来更雅致些，我也如此认为. 
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0冲， l ^ D , 2 ^ D , 3 / D ,-, Y / D . 
将每一个倍数写成一个整数与一个介于0和1之间的小数之和， 


O^D ^ N 0 ^F a , 
l/D = N, +F lt 
2 ^D ^ N .+ F ,, 
3VD= AT, +F Jt 


其中; V 。 = 0 , F 0 = 0. 

其中 M 是整数 ,0 < 1 . 

其中 / V 2 是整数 ,0 « F s < 1. 
其中％是整数 ,0 « < 1. 


Y^D - N t + F Y , 其中 W , 是整数 ,0 莓 心 < 1. 

我们这里的鸽子就是 r + i 个数 f 。， F ,, …， fV 所有的鸽子都在 0 到 1 之间，所以它 
们全部落在区间0矣*<1中.我们将这个区间_分成 r 个鸽 笼. 也就是说，将如下的区间取 
作 鸽笨： 


鸽笼1: 

0 /Y ^ t 

< l / Y . 

鸽笼2: 

l / Y ^ t 

< 2 / Y . 

鸽笼3: 

2 /Y ^ t 

< 3 / Y . 

鸽笼 y : 

(Y - l)/y ^ t < Y / Y . 


每只鸽子都栖息在一个鸽笼中，且鸽子的数目多于鸽笼的数目，因此，鸽笼原理确保了某个 
鸽笼中至少有两只 鸽子. 图 31.1 举例说明了 i ) = 13, y = 5时的鸽子和鸽笼，可以看到鸽子 
0和鸽子5都栖息在鸽笼1中. 


艇子0 鸽子丨鸦子2 鸽子3 鸽子4 鸽子5 

A ^ A ^ ^ 

0.00000 0.605 55 0.211 10 0.81665 0.42221 0.02778 



供笨 1 


鸽笼 2 


鸿笼 3 


鹤笼 4 


鸦笼 5 

O 


O 


o 


O 


O 

0 <t < 

l Ut<l l 

<«< 

i 



图 31.1 Z ) = 13, y = 5 时的鸽子和鸽笼 


我们现在知道有两只鸽子，比如说， 鸽子^和厂栖 息在同一个鸽 笼中. 将这两只鸽 
子做上标记使得 m < n . 注意到鸽笼相当狭窄，长度仅有 1/ T ， 所以^与厂之间的距离小 
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于 1/ K 用数学术语表示出来就是 

I 匕-尸 • I < 1/K 

下面利用 

m^D = N n + F m , n^D = N n + F n 

将上述不等式改写成 

HIS I (m/D - A^„) - {nVD- jV.) I < l/Y. 

将不等式左端的项重排可得 


I {N, - N n ) - (n - m) ^D\ < 1/K 

注章到和 n - m 都是（正） 整数. 如果分别将它们记作 *, y , 那么就完成了使 I *- 
y / Di 相当小的目标. t 

我们最后的任务是估计整数 ; r = «- m 的大小 . «的选取使，在鸽子 F 。， f ,, … ，心 
中，鸽子 fv 和^在同一个鸽笼中.特别地， m , n 介于0和 r 之间，由于选择了 》> m ，从 
而有 0< n»< n 名 K 由此可知 y 满足 

0 < r « y- • 

_总之，我们已证明了对任意整数 y , 可以找到整数 *, y 使得 
0 < y^Y, \ x -y^D\ <\/Y. 

此外，随着 y 的取值越来越大，我们可以自动得到新的*和/.这是因为对任意固定的*和 
r , 不等式 


\ x - y ^5 \ < \/Y 

在 K 充分大时®是不成立的.最后看到一个平凡的结果 l / hsl / y , 这样就完成了下面狄利克 
雷定理的证明. 


定理 31.1( 狄利克雷的丢番图逼近定理——版本 1) 假设 Z ) 是一个非完全平方数的正 
整数，则存在无穷多个正整数对（*， y ) 使得 


I x-y-/D\ < \/y. 

可以用 1) = 13 时的表来说明狄利克雷的丢番图逼近定理.表中有7个数对（: c , y ) 满足 
不等式 


I * - y -/D I < l/y. 


它们是 

(4,1),(7,2).,(11,3),(18,5),(36,10),(119,33),(137,38). 

看上去好像很多，但这样的数对实际上相当稀少气如果将表延伸到 y = 1000,我们会发现 


另外四个数对： 


(256,71),(393,109),(649,180),(1298,360) ? 


© 我们含蓄地利用了 D 不是完全平方数这一亊实，因为如果是完全平方数，则丨 x-y^\ 可能等于零. 

© 当然，在某种意义下这样的数对并不稀少，因为存在无穷多个这样的数对，乍看起来，将有无穷多个可利用的 
资源还称为“稀少”是有点荒唐.然而，这样的数对在所有正整数对集合中非常稀少.这与我们在第13章中的 
观察 类似： 尽管有无穷多个素数，但合数占“大多数”. 


注意到分数 22/7 和 355/113 尤其接 近甘， 它们过去被广泛地用作 W 的近似值.结果表明下_ 
一个接近 ir 的有理数是 

103 993 

- 33 102 = 3, 141 592 653 011 903…， 

所以我们不得不极大地扩展搜索范围以发现更好的近似值. 

我们一直在使用这种蛮力方法寻找无理数的有理逼近.对每个选取最接近7«的整 
数 * 并检査 */ y 与《的接近程度.有一种建立在连分数基础上寻找最佳逼近 */ y 的更加系统 
化的 方法. 我们将在第39章和第40章中研究连分数，要想做进一步了解，可参看达文波特 
的 《高等 算术》或任一本标准的初等数论教程.为了说明连分数的威力，我们提一下，它们 
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即使将表延伸到 y = 5000,也只能再得到另外四个 数对： 

(4287,1189),(4936 , 1369) , (9223 ,2558 ),(14 159,3927). [2271 

有一个叫做丢番图逼近论的完整学科专门研究用有理数去逼近无理数.在狄利克雷的丢 
番图逼近定理中，无理数#是由有理数*々逼近的，因为在狄利克雷不等式两边同除以 ; r 
可得 

|f- 斗矢 

这就清楚地表明，如果 y 很大，那么非常接近 A 

回顾一下狄利克雷的丢番图逼近定理的证明，我们会发现实际上从来没有用过#是 D 
的平方根这一事实.我们真正需要知道的是#本身不是一个有理数.因此，我们实际证明 
的是下面更一般的结果 ' 

定理 31.2( 狄利克雷的丢番图逼近定理 一 版本 2) 假设 a >0 是一个无理数，即 a 是 
一个不能表成分数 a/6 的实数，则存在无穷多个正整数对 （*, y) 使得 



例如，可以将 a 取作 

17 = 3; 141 592 653 589 793 238 462 643 383-. 

下面的表列出了 y <500且满足 

I x - y-n I < l/y 

的所有数对 （*, y ), 和的值也一起 列出. 更精确地说，因为主要对比率 

感兴趣，所以表中只列出了满足 gcd (*, y ) =1的数对. 


= riir 


59311056406 
141902061935003 
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_ 


可以用来寻找有理数 


5 419 351 
1 725 033 


= 3. 141 592 653 589 815 383 •■- 


和 


21 053 343 141 


3. 141 592 653 589 793 238 462 381 7* 


6 701 487 259 

它们分别精确到 it 的小数点后13位和21位.显然，我们不想用蛮力方法去寻找这样的例 
子！连分数还提供了一个解佩尔方程的有效方法，即使解非常大时也能求解.在习题中将会 
看到连分数方法是如何用来寻找黄金比的有理逼近的 • 


习题 


31.1 证明狄利克雷的丢番图逼近定理的版木 2. 

31.2 数 

y = 1 ^ = 1.618 033 988 749 89… 

被希腊人称作黄金比. 

( a ) 对每个 3 ^ 20 ,求出使 I x - ryl 尽可能小的整数 A 哪一个满足 y 霉20的有理数 x / y 最接近 y ? 

( b ) 如果能使用计算机，求出所有满足 

21 < y < 1000, gcd (*, y ) = 1, I i ^ yy \ < 1 /y 
的数对.比较 */ y 与 y 的值. 

( c ) 査明希腊人称 y 为黄金比的原因，并撰写一两段文章说明 y 的数学意义以及 y 是如何出现在艺 
术和建筑中的. 

31.3 考虑以下产生一列有理数的法则. 

• 第一个数是 q =1. 

• 第二个数是 r 2 = 1 + l / r , = 1 + 1/1 = 2： 

• 第三个数是 r 3 =1 + l / r 2 =l +1/2 =-3/2. 

• 第四个 数是〜 = l + l / f 3 =1+2/3 =5/3. 

-般坶，列中第/»个数由 '=1 +1/1^绐出 • 

( a ) 计算 r ,, r 2 ，…， r •。的值. （应该得到 r ,。=89/55.) 

( b ) 设 y .=.+( l +75") 为黄金比' 计算差 

I r i _ y I »修 r a - y'l» … ,I Go - y i 

并用小数表示.你注意到了什么？ , 

< C ) 如果有计算机或能执行程序的计算器， 计算〜，〜， 并将它们与 y 作比较. 

( d ) 假设数列 r lf r ,, …中的数越来越接近某个数 n (用微积分学的记号，即 r = ^ j V ) 利用 

，说明 r 应该满足 r = l + l/r 的原因.由此证明厂= 7 ,从而说明了 （ b ^、（ c ) 中的 

结论. 

( e ) 再看一下分数 r ,, h ， r 3 , …中的分子与分母.你认识这些数吗？如果你认识，证明它们具有你 
所声称的数值. 

31.4 狄利克雷的丢番图逼近定理告诉我们，存在无穷多个正整数对（*， y ) 满足丨 < i / y - 本习 
题问你是否可以做得更好. 
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( a ) 对下面每一个 y , 求出一个戈使得 I < l / y ： 

y = 12,17,29,41,70,99,169,239,408,577,985,1393,2378 ,3363. 

(这个表中给出了 10到5000之间所有可能的： K .) 丨 x - y ^\ 的值能比 1/ y 小很多吗？它能像 
1/ 〆 一样小吗？将丨 X - y ^\ 的值与1々和 1/ y 2 作比较的一个好方法是计算 yl *- yV ? l 和 
/I x-y^2\ . 关于 yl x-y^!\ 的最小可能值，你能作出一个猜测吗？ 

( b ) 证明下面两个陈述对每个正整数对 （ x , y ) 都 成立： 

< i ) I * 2 -2 / I 衾 1. 

( ii ) 如果 I *< l / y , W \ x ^ yi j2 < 2y ^ i ^\/ y . 

利用 （ i ) 和 （ ii ) 证明 

I x - y ^2 \ > ―——对所有正整数对 U , y ) 成立. 

2y-Jl + l/y 


这能解释你在 （ a ) 中的计箅吗？ 



第 32 章丟番图逼近与佩尔方程 


现在回到寻找佩尔方程 

X 1 - Dy 1 = I 

的解这一问题.正如在上一章所看到的郝样，应该期望在 使得丨 x-y^Dl 较小的数对（*， 
y ) 中发现解，因为佩尔方程的任一解满足 

I X - y -/D I = --- —— < —. 

lx + yv /D I y 

我们的想法是取两个使/ -Dy 1 具有相同数值的数对并“将仓们相除”. 

举个例子有助于说明我们的思想方法.取 0 = 13. 观察第31章中的表格，可以看到数 
对（*"乃） =(11, 3)和（*,， y 2 ) =(119, 33) 都是方程/ -13/ =4的解.将这两个解“相 
除” 如下： 


119 -33 yU _ IU 9 -33 yiTWll +3 y ^ T \ 

11-3 v ^3 l 11 -3 713 /111 +3 yi 3/ 

_ 22-6 TIT 

=y_ 夺 yn. 

瞧！数对 （11/2, 3/2) 是佩尔方程 * 2 -13 y 2 = l 的一个解.可是，你可能已经注意到，它不 
是整数解.困难就在于分母上出现了讨厌的 2. 更精确地说，因为 II 2 -3^ 13=4,所以分 
母上出现4,因此只需将分母上的2消去. 

如果我们寻找方程/ -13/ =4更多的解，也许可以找到一个解使分母上的4能消去. 
搜索其他解，最终找到 （14 159 , 3927), 将这个解作为（巧， y t ) ,计算 

141_59_^3927 /13 = 2596 ■ 720 /IT = 柳 -哪 尼 
11 -3 yi 3 4 v 

找到了！佩尔方程* 2 -13/ = 1有一个整数解 （*, y ) =(649, 180). 

为什么由数对（11， 3) 和 （14 159, 3927) 能成功得到整数解呢？结果表明，这两对解之 
所以能约掉分母上的4,是因为 

11 s 14 159( mod 4), 3 = 3927 (mod 4). 

借助于这个关键的观察结果，我们最后准备证明在第30章中给出的佩尔方程定理.为方便 
起见，将定理重新陈述如下. 

定理 32.1( 佩 尔方程定理） 设 D 是正整数且不是完全乎方数， 则佩 尔方程 
X 1 - Dy 1 = 1 

总 有正整数解.如果 （*,, 是使 * ，最小的解，则每个解 （* 4 , y 4 ) 可以通过取幂 得到： 

*i + n Vo = (*, + y, /D) t , k = 1,2,3,—. 
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证明第一个目标是证明佩尔方程至少有一个解.由狄利克雷的丢番图逼近定理 31.1 
可知，存在无穷多个正整数对 U , 满足不等式 

I * - y / D \ < y . 

假定 （*, y ) 是这样的一个数对.我们要估计 

I x 1 - Dy 2 I =J x - y -/D I - I * + y -/D I 1233 j 

的大小.右边第一个因子小于 l /; r . 对第二个因子能说点什么呢？ 

利用 I x - y ^ D \ <\/ y , 易见 

* < y/D + \/ y , 

因此 

* + y/D < {y ■/D + l / y ) + y-/D < 2 y ■JD + 1 /y < 3 y-/K 
将最后一个不等式两边同乘丨 x - y ^ D \ 可得 

I x 1 - fly 2 I <1 * - y/Dl - 3 y^D < ( l / y ) - -/ D ) = 3 ^ D . 

概括地说，我们已经证明了每个满足不等式 

\ x - y -/D \ < i/y 

的正整数解 （*, y ) 也满足 

I x 1 - Dy 2 I <3^0. 

我们现在要使用在第31章中引入的鸽笼原理的变形.鸽子是满足不等式 I < l/y 

的正整数对 （*, y ). 由狄利克雷的丢番图逼近定理知，存在无穷多个鸽子 e . 而鸽笼是整数 
- t , - T + 1 , - r .+ 2，".，-3, -2, - i ， o , i ，2,3，“-， r -2， r - i ， r , 

其中 r 是小于3#的最大整数.我们知道，如果 （*, y ) 是鸽子，则数量 /- Dy 2 在 - r 到 r 
之间，所以可以将鸽子 (*, y ) 安排到用* 2 -办 2 标号的鸽笼中. 

现在要将无穷多个鸽子塞进有限个鸽笼中 s ! 显然，必有某个鸽笼含有无穷多个鸽子. 

设鸽笼 M 含有无穷多个鸽子.（为了使表达简化，我们假设 M 是正的. M 是负数时的论证 
与正数时的论证非常相似，留给读者 .） 用数学术语表示，这就意味着“佩尔型”方程. 

X 1 - Dy 1 = M |234] 

有无穷多个正整数解 （* ，: T ). 我们将这些解列出 

牢记这个正整数对序列会无限继续下去. 

按照本章开头例子中建议的方法，我们寻找两个满足 

x t = ^ j(mod M ) , Yj = Kj(mod M ) 

的解 （ A , k ) 和 （ a , 乙）.我们仍然利用鸽笼原理找到它们.这一次鸽子是解 （: r ,, y ,). 


@不用担心，你不会被安排去饲养这些鸽子，也不必打扫这些鸽笼. 

© 这个任务与让无穷多个天使在针尖上眺舞有点类似，甚至还要麻烦.这就带来一个你可能想思考的 问理： "鸽 
笼原理在多大程度上是明《的亊实，在多大程度上是 一种信 念的体现?" 
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( X 2 , 匕），…，所以有无穷多个 鸽子. 鸽笼是数对 

(A.B) , 0 « A < M , 0 ^ B < M , 

所以有个鸽笼.我们把每个鸽子（尤，广）安排 到弋，匕模 M 简化后的鸽笼中.也就是 
说，鸽子 （AT,, K) 被安排到鸽笼(4, fi) 中，其中 A S 满足 

X t - >4(mod M ) , Y t - S(mod M ) , 0 ^ A,B < M . 

我们又要设法将无穷多个鸽子塞进有限个鸽笼中，所以必有某个鸽笼中含有无穷多个鸽 
子. 特别地，可以在 同一个 鸽笼中找到两个不同的鸽子乙）和（&，匕）.从数学上说， 
我们给出了具有下述性质的两对正整数（晃， K ; ) 和 （A, Y k )：. 

X j s X k { moAM) t - DY ] = M , 

Yj = r t (mod M ), X ] - DY ] = M . 

如本章早些时候所述，现在期望通过令 

. ,, L /p ( X , X t - Y . Y t D ) + u;y t - XJ ,) 7F 

X k - Y k ^D X \ - DY \ 

得到佩尔方程的一个解 r). 

换句话说，我们断言公式 

XjX t - YjY t D X s Y t ~ XA 

X= ― M — , y = ^ M 
[235] 给出了方程 * 2 -/y = 丨的一个整数解. 

首先验证 (*, r) 满足佩尔方程. 

^-z)/= ( MlZ _W) 2 : fW 

(Xj - DY ]){ X \- DY 2 .) 

= W 1 


其次， 必飒验 证*, y 是整数.利用同余式 

Xj = Kmod M ) 和巧 s K 4 (mod M) , 

可以发现*和7的“分子”满足 

XjX,, - YjY.D = X) - Y^D = M = mod M), 

XjY k - X k Yj = XjYj - XjYj = 0(mod M). 

于是分子能被 M 整除，所以分母上的 Af 可以 消去. 这表明确实是整数.必要时改变符 
号，则我们找到了佩尔方程* 2 -办 2 =1的非负整数解*， y > 0 . 

显然， *>1. 还需证明 y _0. 但是如果 y =0, 则所以 
Y]M= Y\(X] -DY)) = (X.y 4 ) 2 DiY^) 1 
= (H ) 2 - D(YjY k y = K ； (X ： - DYl) = 

然而，我们选取的 & 和 h 是不相等的正整数，所以这不可能发生.因此， y ^ O , 从而找到 
了佩尔方程的正整数解 U , y ). 这就完成了佩尔方程定理前半部分的证明. 
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对于后半部分，设(*,，是使得 *, 攀小的正整数解，需要证明每个解可以通过对 *, + 
y ,# 取幕 得到. 可以重复在第 29 章中对及= 2 给出的证明，但这里给出一个不同且有趣的 
证明，它对于更一般的情形是很有用的. 

假设是* 2 -办 2 =1的任一正整数解.考虑两个实数 

2 = ap , + y t -/D , r - u + v -/D. 12361 

数 2 满足 r > l , 所以数 r 落在 z 的两个幂之间，设 

i * ^ r < z 4 * 1 . 

(精确地说，取*为小于 U > g (»0/ lc » g ( r ) 的最大整数. ） 用？ 去除可得 
1 ^ • r < z . 

由 ， yt 定义知 ，/ =.*n +% ■/ S "， 而 

(* 4 + 么+ ■/D)(x t - y t a / F ) .= ** - Dy] = 1 ， 

所以 z —* =* 4 - y , 在于是 ' , 

*"*•»■= (x k - y k yfD){u + v/D) = (« t u - y k vD) + .(%».- y t u,)_ ^/D. 
t """ : ~ e 5< 

对 s , 有下面三个 事实： 

(1)* J -Z)i J =1. 

(3)s +t^/D <z. * 

我们断言 ^3=0, t &0. 为证明这个断言，我们排除其他的可能.由事实 （1) 可知，： s 与 t 不能 
同为负数.假设00, t<0, 则由事实 （2) 可知英1,所以由事实 （1) 可得 
1 ~ s 1 - Dt 2 = (s - t yD)(s + t Vo ) > 1. 

这不可能，所以不可能有 S & O 而 * <0. 类似地，如果 s <0, t >0, 则 - •*+i +* V 万3»1, 

所以 

- 1 = - i 1 + i ) t 2 = ( - * + « /D) (i + t /D) > 1 , 

这也不可能.我们排除了*赛 0, t >0 之外的所有可能性，从而完成了断言的证明. 

我们现在知道 （ s , t ) 是方程* 2 -% 2 =1的非负整数解.如果 h t 都是正数，则由（*,， 
h ) 是使 * ，最小的解这一假设可知此外， 

,2 s 2 - 1、 _ 1 1 12371 


故有 tS > y x ,因此 

s + < -/D 2= x , + y , -/D = x . 

这与事实 （3) 中的不等式 S + 矛盾.于是，尽管 s , t 都是非负的，但它们不能同为正 

数.因此 ， h t 中有一个为零，由* 2 -说 2 =1知必有 J =0, ^ = 1. 

概述一下，我们已经证明， 4 • r 等于丨，换句话说，我们证明了如果 （ u , *0 
是方程 - Dy 1 =1的任一正整数解，则存在某个指数1使得 
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r = u 4- I ； >/D 等于 z 4 = (*, + % >/ D) k - x k + y k • JD . 

这表明《+«；7^是*, ■•■ h # 的幂，从而完成了佩尔方程定理后半部分的证明. 口 

习题 

32.1 在本章中我们证 明了撖 尔方程总有正整数解.本題探讨如果方程右端的1被某个其他数 
替代将会怎样. 

( a ) 对毎个 2 s ； D <15 的非完全平方数，确定方程* 2 - Z >/= -1 是否有正整数解.你能确定一个棋式 
来预测方程对哪些有解吗？ 

( b ) 如果（％，九）是 /- Dr 2 * -1 的一个芷整数解，证明 （*〖+ fly 〖，2* 0 y 。） 是 M 尔方程/ - Dy 1 =1 
的解. 

( O 对 y = l , 2 , 3 ,…，看 4 1/-1是否为完全平方数，以此法求方程 -41/ = -1 的一个解. 

(你不需走得太远. ） 利用你的答案和 （ b .> 求出佩尔方程* 2 -41/ =丨的一个正整数解. 

( d ) 如果（*。，；^)是方程* 1 -£>/=财的一个解，而 （*,, y ,) 是佩尔方程/-0/=1的一个解，证明 
(*,*, + Dy 0 r .. *, y , +&〜） 也是方程 * 2 - D /= w 的一个解.利用这个结*求出方程/ -2/ =7 
的5+个不同的正整数解. 

32.2 对下面每个方程，要么求出它的正整数解 （*, y ), 要么说明没有正整数解的原因. 

12381 ( a )* 2 -11/ =7 ( b )* 8 -11/ =433 ( c)* J -11/ =3 




第 33 章数论与虚数 


当今几乎每个人都熟悉“数” 

i ='/^ T . 

用 “ i ” 表示 -1 的平方根可以追溯到很久以前.那时人们带有很大的疑惑来看这样的数，觉 
得这些数确实离实数太远,应该称之为 虚数. 在这个更加开明的时代里，我们认识到，在某 
种程度上，所有 6 的数都是用来解决某种问题的 抽象. 例如，数牛不需要负数（尽管印度人 
早在公元 60 Q 年就使用负数，但欧洲数学家甚至在14,世纪还没有使用负数），但负数在记录 
谁欠谁多少¥时是有用的.当人们开始处理可细分的对象，如分小麦或玉米地时，分数就.自 
然地出现了.无理数，即不能表成分数的数，甚至出现在了种最简单的度量中.当毕达哥拉 
斯学派发现某神几何图形的对角线与它们的边不可公度时土现了无理数.这个发现推翻了当 
时传统的数学知识，而泄蕗这个秘密的人被处以 死刑. 虚数的引人在19世纪的欧洲引起了 
类似的惊慌，尽管对使用虚数的人实施的制裁已不像早期那样严历. 

虚数或更一般的复数 


z = x iy 

被引人到数学中来有它明确的目的——作为方程的例如，解方程 *+3=0 需要负数，而 
解方程 3*-7=0 则龠要 分数. 对方程 -5=0, 需要无理数但即使引人更一般的无理 
数，仍然不能解最简单的方程/+1 =0. 因为这个方程没有任何“实数”解，所以没有任何 
理由阻止我们创造一个新的数成为它的解，井将这个新数命名为 i . 这与因方程* 2 -5=0没 
有分数解便自由创造一个解并称之为#没有什么 不同. 事实上，这与看到 3*-7 =0在整数 
中没有解，便创造一个解并称之为 ■! ■做的是同一件事. 

因此，复数被发明 e 出来解像* 1 +1 =0这样的方程，但为什么到复数就停止了呢？既然 
知道了复数，我们可以尝试解更复杂的方程，甚至像 

(3 + 2 i ) x 3 -(^3 - 5 i)* J - (方 + l / Ui)x + 17 - 8 i = 0 
这样的复系数 方程. 如果这个方程无解，则我们将被迫发明更多 的数. 令人吃惊的是，这个 
方程确有复 数解. 解 （槙 确到小数点后5位数）为 

1.276 09 + 0.720 35 i , 0.032 96 - 2. 118 02 i , - 1.678 58 -0.022 64 L 

事实上，有足够多的复数来解每一个这种类型的 方程. 下面的命题有着悠久的历史和令人难 
忘的名字. 


© 或至少是“几乎所有”.正如克罗内克 （Leopold Kixmecker， 1823—1891 ) 雄辩地指出，“上帝创造了整数，其余 
的都是人造的 

㊁有人也许会说，复数已经存在，只不过是被发现而巳，而另一些人则坚信像复数这样的数学实体是由人类想象 
力创造出来的抽象概念.数学是被发现还是被创造出来， | 这是一个速人的哲学难應，对此（像绝大多数哲学问 
卑 一样〉 不可能有一个明确的答案. 
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定理 33.1( 代数学基本定理）如果％ ，士， 巧，…，〜都是复数且<»。尹0, rf & l , 则 
方程 — : 

a 0 x d * a i x i ~' + a〆 - 2 + …+ o ^.,* + 〜= 0 

有复数解. 

这个定理在18世纪被许多数学家表述（并使用）过，但直到19世纪初期才发现第一个 
令人满意的 证明. 目前已有多种证法，有的证明主要利用代数方法，有的利用分析（微积 
_分)方法，而有的则利用.几何思想.遗憾的是，没有 — 个证明是容易的\所以我们此处不•给 
出证明. 

下面研究复数的 数论. 你无凝会想起复数 加减法 的简单法则，复数的乘 玲也是 相当容 
易的， 

(a + 6 i).(c + di ) = ac + adi + bci + bdt 1 = (ac - bd ) + (ad + be ) i . 

对于除法，使用分母有理化的老技巧， 

al + fci _ a + bi _ c - di _ (ac + bd ) + ( - ad + 6 c)i 
c + di c + di c - di c + d 1 ’ 

我们在被称为高斯整数的复数集的子集上研究 数论. 这些复数形如 
o + 6 i , «，6为整数. 

高斯整数与普通整数有许多共同的性质/例如，如果<«,爸是高斯整数，则它们的和《+月、 
差 a - 心积 0)8 都是高斯整数.然而，高斯整数的商未必是高斯整数（•正如普通整敢的商未 
必是整数一样）.例如， 

3 + 2 i _ - 9 + 20 i 
F ^6 i = ~~37~ 

不是髙斯整数，而' 

16 - lli 26 - 65 i , 

3 +2 i = ~13~ = 

是高斯整数. _ 

这表明可以像对普通整数一样对高斯整数定义整除 概念. 因此，我们称高斯整数 d + 6 i 
整除高斯整数 c + di , 如果存在高斯整数 e +/ i 使得 

c + </i =■ (a + 6 i ) (e + / i ). 

当然，这与要求商 £± ^是高斯整数是同一 回事. 例如，3+21整除16-111，但 l -6 i 不整除 
. a + bi , 

3+2 i . 

既然我们知道如何谈论整除，就可以讨论因式分解.例如，数 1238 -1484 i 可分解为 
圓 1238 - 1484 i = (2 +3 i ) 3 • ( - 1 + 4 i ) . (3 + i ) 2 . 

即使像600 = 2 3 . 3 ..5 2 这种已经知道如何分解囪数的整数也可以用高斯整数做进一步分解 
因数： 

600. = - i • ( 1 + i )* 小 (2；+ i) J - (2 - i ) 2 . 

对于普通整数，素数是基本构件，因为素数不能进一步 分解. 当然，从技术上说，这是 
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不真实的，因为素数7可以“分解”为 ' 

7=1 -7, 或7 = (- 1) • (-1) -7, 

甚至 

7 = (-1) • (-1) • (-1) • (-1) •- I ■ 1 • 1 • 7. 

然而，我们认识到这些并不是真正不同的分解，因为总可以放上更多的1和 -1. 什么原因 
使1和 -1 有这种特殊性呢？答案是1和 -1 是仅有的两个具有整数（乘法).逆的 整数： 
1 . 1 = 1 ， (- 1 ) • ( - 1 ) = 1 . 

(事实上，1和 -1 的逆是其自身}但这一点并不重要 •） 注意，如果是不等于±1的整数， 
则 a 没有整数乘法逆，因为方程以=丨没有整数解 6. 0此，1和 -1 是普通整数仅有的两个 
单位. 

与普通整数相比，高斯整数被赐予了更多的 单位. 例如， i 本身就是一个单位，因为 
5 i • ( - i ) = 1. 

这个等式还表明 - i 也是一个单位，所以高斯整数至少有四个单位：1, - 1, i , - i . 还有其 
他的单位呜？ 

为回答这个问题，假设 a + 6 i 是高斯整数的一个单位，这表明它有一+乘法逆元，所以 
存在另一个高斯整数 c + di 使 

(a + 6 i ) (c + di ) = 1. 

将左边乘开可得 ， 

' ac - bd = 1， ad + be = 0.， 

因此，我们寻求这两 个方裎 的普通整芦解 （ o , 6, c ， d ). 后面将看到解这个问题的一个更 
精致的（也更几何化的）方法，但现在* R 利用一点代数知识和一点常识. 

我们需要考虑几种 情形. 首先，如果 a =0, 则 -M = l , 因此，6= ±1, a +6 i = ± i ; 
其次，如果6=0,则 ac = l , 所以 a = ±1, a + bi = ± 1. 这两种情形导出了已知的四个 
单位. 

对于第三种也是最后一种情形，嘏设 b _ 0 . 则从荦一个方程解出 c 并将其代入第 
土个 方程： 

c = l±M ^ arf + 6 (ljLM). = o => al(t + b + bI .i = 0. 

a \ a I a 

因此，使的任一解必须满足 

( a J + b 2 ')d =- b . 

这表明猹除6,这是荒谬的，因为 a 2 +6 2 大于 6( 记住 a 初 fc 都不为 0). 这表明情形 
3没有产生新的单位，从而完成了关于高斯整辤第一个定理的证明. 

定理 33. 2( 高斯单位定理）高斯整数仅有的单位是1,-丨， i ，- i , 即1, -1, i , -i 
是仅有的四个具有高斯整数乘法逆元的高斯整数 • 

任两个髙斯整数的和、差、商仍是一个高斯整数，这使得高斯整数集是复数集的一个有 
趣的 子集. 注意，普通整数也具有这个性质.具有这个性质（同时包含0和 1) 的复数集的子 




集叫做一个环，因此普通整数和高斯整数都是环的例子.还有许多其他的环躲藏在复数集 
中，其中的几个你将会在本章的习题中见到. - 

回到高斯整数因式分解的 讨论. 如果高斯整数《只能被±1和自身整除，则可以称 a 为. 
素数，但这显然是错误的.例如，我们总可以将 a 写成 
a = i • (,- i ) • a , 」 

所以任 一 cr 都能被 i , - i , 整除.由此可得正确的定义..高斯整数《 称为 高斯素 

数，如果能整除《的高斯整数只有以下8 个数： 

‘ 1， - l .， i , - i , a , - a , ioi , - ia . 

_换句话说，整除《的数只有单位和某个单位的《倍. 

既然已经知道高斯素数的定义，怎样识别它们呢？例如，下面哪些数是高斯素数？ 

2, 3, 5, 1 + i , 3 + i , 2 +3 i . 

可以利用前面确定髙斯单位的代数思想来回答这个问题，但如果使用一点几何知识，我们的 
任务就更容易了. 

我们将每+复数*+为与平面上的点 （*, y ) 等同起来，由此将几何引人复数的研究.这 
个思想可甩图 33. . la 来说明.于是，高斯整数等同于整点 （*, y ), 即*, y 都是整数的点. 
图 33. lb 表明髙斯整数组成了平面上的方阵点阵. 



3>平0(上的复数 b > 高斯整数 

图 33 .丨复》的几佴意义. 


因为已将复数 *+# 与点 (*, 等同起来，所以可以讨论两个复数间的距离.特别地，从 
*+ yi 到0的距离为如果考虑距离的平方，将会更方便一些，因此\我们定义*+^ 
的范数为 

N(x + yi ) = #* + y, 

从直觉上看，复数 a 的范数是反映《大小 的一种 度量.从这个意义上看，范数度量了一个 
几 何量. 另一方面，范数也有非常重要的代数 性质： 积的范数等于范数的积.正是由于这些 
几何性质和代数性质的相互作用，使得范数在研究高斯整数时成为一个有用的工具.现在证 
明其积性. 

定理 33.3( 范数的积性 } 设沒是任意的复数，则 
N(c^) = N(a)N(p). 

证明如果记 <* = a +6 i , j 3 = c + < fi , 则 

a /3 = (ac - bd ) + (ad + 6 c ) i , 


12441 
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因此只需验证 . 

(oc - bd ) 1 ■¥ (ad + be )* = ( a 2 + 6*) (' c 2 + d J ). * 

这很容易通过将两边乘开来验证，具体过程留给读者（或参见第26章)> □ 

在回到因式分解问题之前，先看看范数是如何被用来发现单位的，这对我们将很有用. 
假设 《=. a +6 i 是一个单位.这表明存在/ = 使得喊=1.两边取范数并利用范数的积 

性可得 

N(a)N{p) = N{a$) = AT(1) =1 ， 

所以 

( o 2 + 6*) ( c J + ) = 1. 

但 a , 6, C , d 都是整数，故必有¥+6 2 =1.这个方程的解只有 


u ， 6) = (1,0),(-1,0),(0,1),(0, - 1), 

这就给出： r 高斯单位只有1,-丨， i 和 - i 的一个新证明.同时还得到一个有用的 刻画： 
髙斯整数《为单位当且仅当 A ^«) = 1. 

现在我们尝试分解某些数.从2弁始，试着将它分解为 

(a + 6 i)(c + di ) = 2. V - 

两边取范数可得 

( o J + 6* ) ( c J + </ 2 ) =4. 

(注意 iV (2) = W (2+0 i ) ) 我们要求 0 + 61和 (；+ 出都不为单位，所以 J +6 V 和 

/ +孑均不能为 1. 因为假设它们的积为4且均为正整数，故72、有 
a 1 +b 2 = 2, c 1 +d 2 = 2. 


这些方程当然有解.例如，如果取 ('d, 6)=(1, 1), 并将 2 用 a + 6i = l+i 除，则可得 

„ _ 2 - 2(1 -i) _ 嘗 _ : 


因此 2 = ( l + i )( l - i ), 故2不是高斯素数！ 

如果用类似的方法来尝试分解3,则可得到方程 

a 1 + b 2 = 3, c 1 + rf 2 = 3. 

这些方程显然无解，故3是高斯素数.另一方面，如果从5开始，则最终得到分解式5 = 
(2+ i )(2- i ). 

可以使用同样的程序来分解不是普通整数的高斯整数.分解髙斯整数 a 的_般方法是令 
(d + 6 i ) (c + < fi ) = a , 

并对两边取范数而得到 

( e 1 +6 2 )( c 2 + d 2 ) = JV ( a ). 

这是一个关于整数的 方程. 我们要求出一个非平凡解，即求出使 V +6 2 和 y + d 2 都不为1 
的解.因此，首先要将整数 AT ( a ) 分解为乘积并满足4/1, 8^1. 接着需要解方程 
a 2 + 6 J = A , c + d 1 = B . 

于是，高斯整数的分解带领我们回到了第26、27章研究的两平方数之和问题. 
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为看清这个方法在实践中是如何起作用的，我们来分解《 =3+ i . «的范数为 iV(eO = 
10,它可以分解为 2. 5,所以解方程 a 2 +6 2 =2, ^+^=5. 这两个方程有多 个解. 例如， 
如果取 （《», 6)=(1, 1), 则得到如卞分 解式： 

r 3 + i = ( 1 + i )(2 - i ). 

你能理解为什么会得到几个解吗？ 它与如 下事实有关 .： 3 + i 的分解式总可以通过单位来变 
化.因此，如果取 U , 6) =( -1, 1), 则可得 3 +i = ( -1 + i )( -1 -2 i ), 这其实是同一个 
分解，因为 -1 + i = i(l +0, ‘-.1 -2 i ,= - i ( fi - i ). 

当我们试图分解《 = 1+;时会发生什么情况呢？ a 的范数为况 ( a ) =2,且2不能分解成 
_ 使得4, B >1 为普通整数.这表明《在髙斯整数集、中没有非平凡的因式分解，因此 a 

为高斯 素数. 类似地，我们不能在高斯整数集中分解2 +3 i , .因为汉 (2+3 i > =13在普通整 
数集中为 素数. （但注意13不是高斯素数，因为 13 = (2 +3 i )(2 -3 i ).) 因此， 2+3 i 是高斯 
素数. 更一般地，如果况(《)是普通素数，唧同样的推理表明 a 必为高斯 素数. 事实表明这 
些只是高斯素数的一半，另一半是像 3 这样既是普通整数 又畢离 斯整数 的数. 下面的定理给 
出了所有高斯整数的完全 刻画. 不要被其证明的简短所欺骗，它仅仅反映了我们在前面章节 
所做的所有艰苦 工作. 它是一个深刻而漂壳的结睪、 

定理 33.4( 高斯素数定理） 高斯素数可以描述 如下： 

( i ) l+i 为高斯 素数. t 

( ii ) 设/>是普通素 数且/ >=3( nH ) d 4), 则/>是高斯素数 • 

( iii ) 设/>是普通素数且 p 爸 l ( mod 4 ), 将 /> 表成两平方 _ 之和 p = J 如》 2 ( 参见第 26 
章）.则 u +» i 是高斯素数. 

每个高斯素数等于一个单位 （±J 或±纟）乘以形式（0、 C ‘ H >, 或 （ iii) e 中的一个高斯素数. 

证明正如我们前面观察到的那样，如果汉 ( a ) 是普通素数，则 a 必为高斯素数.类别 
( i > 中的数1 + i 具有范数2,所以它是髙斯 素数. 类似地，类别 （ iii ) 中的数具有范数 
uUv 2 = p , 所以它们都是高斯素数. 

下面验证类别 （ ii ), 令为普通素数且 = 如果 a 能表成两个髙斯整数的 

乘积，比如 （《 + 6 i )( C + di ) =«,则通过取范数可得 

- ( o 2 + A *){ c 1 + ) = N ( a ) = ' p 1 . 

为得到非平凡的因式分解，我们需要解方程 

a 2 + b 1 = p, c 1 + d 1 = p, - 

但由两平方数之和定理（第 26 章）可知，由于 p = 3( mod 4)， 所以 p 不能表成两平方数之和， 
12471因此上面两个方程无解.故 p 不能分解，从而为高斯素数. 

我们现在已证明类別 （ i )、（ ii ) s \ iii ) 中的数的确为高斯素数，所以还需证明每个高斯 
' 素激必厲于这三类中的某一类.为此,使用下面的引理. 


0如你所知，数学家们 S 欢给他们研究的对象起一个模糊的名宇.在本例中. 类别 （ i ) 中的索败称为 分歧的 ，类 
别 （ ii ) 中的素数称为 惯性的， 类别 （ iii ) 中的索数称为分 裂的.这表明 如果我们用冰淇淋和水果覆盥类别 （ iii > 中 
的一个索数， W 它变成一 个香* 分裂素教！ 
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引理 33.5( 高斯整除引理） 设 a=a + 6 i 为高斯整数 • 

U ) 如果2整除 7 V ( a ), 则 1 +i 整除 a . 

( b ) 设为类别 （ ii ) 中的素数，并假设 p 作为普通整数整除 / V (<0,. 则17作为高斯整 
数整除 a . 


( C > 设 17= U + d 为类■别 （ iii > 中的高斯素数，且分 = u -» i . (这是一个很自然的记号，因 
为云确实为复数 7 T 的复 共辊. ） 假定 / V (7 T ) =P 作为普通整数整除 iv( a ), 则 ir 和云 中至少有 
•- 个作为高斯整数整除 a . 

引理的证明 （ a ) 已知2整除 / V ( a ) = a 2 + ft 2 , 所以6要么同为奇数要么同为燜数 • 
由此可知 a +6 和 - a +6 都能被2整除，因此商 

a + bi _ (a + b ) + {-a + b)i 

TTT = 2 

为高斯整数.故 a +6 i 能被 1+ i 整除. 

(b) 已知 ps3(mod4) 且 /> 整除 a 2 ’+R 这表明 -^(modp), 因此可以计算勒让德 

符号 

(f) = (t) = ( 子 ) = _ 

因为 ps3(mod4) , 敌由二次苴反律（第 24 章）可知 f 二= -1, 由此可得 

If) 叫 f). 』 

但勒让 德符号的值为±1,所以我扪似乎最终得到1 = -1. 什么地方出问题了？在-续阅读 
之前先停下来试着自己找到原因. 


答案是，像这样的勒让德符号仅时才有意义，我们从未对指定 

数值：因此，由以上表面’上的矛盾可知 a 和6必被 p 整除，设 asprt ', b = pb \ 故 a=<i + 
bi = p ( a '+ b ' i ) 能被 p = 整除，这芷 盛我们 要证明的结论. 

( c ) 已知 P 整除 yv ( ii )， 所以可 11 以设 

N( a ) = a 2 + 6 ? = pK, K > I 为整数. 


我们需要证明下面两个数中至少有一个为髙斯整数. 

a (au + bv ) + ( - av + bu)i a 

— - - — 

7 T /) — 

7 T 

首先观察到 


(au - bv ) + (av + bu)i 
P 


(au + bv ) (au - bv ) = a 2 u 2 - b 2 v z 


=au - b 2 (p - u 2 ) 

; v ^ ( a 2 + b 2 ) u 2 - pb 2 

= pKu ? - pb 2 , 

因此，⑽ + 和⑽，6，中&少有^个能被 p 整除.类似的计算表明 


(-av + bu ) (av ■¥ bu ) = pKu 2 - pa 2 , 

因此，-⑽ + 6u 和⑽ +M 中垄少有一个能被 p 整除. 于是共有四种情形需要 考虑： 
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情形1⑽+ 6«和 - flv + 6 u 能被 p 整除 .. 

情形2 < 1 « + 6«和仰+ 61 4 能被 / >整除. 

情形3 .au - 私和 - aw + & u 能被 p 整除. 

情形4 ait -心 和⑽ + 6“ 能被 p 整除. 

情形1是容易的，因为由此可知 《 Ar 为高斯整数，因此 7 T 整除 a . 类似地，对于情形 
4,商《/ 开为 高斯整数，.因此开整除《_这就证明了情形1和情形 4. 

下面考虑情形2,它稍微复杂一点.已知 p 整除仙+如 和⑽ + 6 u , 由此可知/»整除 
(ait + bv)b ~ (av + bu)a = ( b l - a 2 ) v . 

(这里的思路是从方程中“消去” u .) 因为 p 显然不整除《；(记住 ./> = J +» 1 ),所以 p 整除 - a 1 . 
然而，我们还知道 P 整除 a 2 + fc 2 , 因此 p 整除 

2 a 1 = ( a 1 +6 1 ) - (6 1 - o J ) 和 2 b 1 = ( a 2 .+ b 2 ) + (6* - a 2 ). 

因为/>#2,我们最后推出 p 整除 0 和6,设 a =/«»', 6= 〆 '•则 

a = o + 6 i = pia ' + fe - i ) = ( u 2 +« J )( a , + 6， i ) = it n ( a ' + b ' i ), 

因此，对情形 2, a 事实上能被 TT 和开整除. 

最后，对于情形 3 ,用类似的论证将导出与堉形 2 中同样的结论，具体细节留给读者完 
成. □ 

证明的继续在（不 太） 短暂的间歇后，我们准备恢复对高斯素数定理的 证明. 假设《 = 
<»+6 i 是髙斯素数，我们的目的是证明 a 必属于三类高斯素数中的某一类.因为 a 不是¥ 
位， 所以 AT («) 卢1,因此，（至少〉有一个索数整除 JV ( a ). 

先假设 P =2. 则由引理的 ( a ) 部分可知1 + i 整除 t *. 但由假设知 c * 为素数，所以 a 必等 
于 1+ i 乘以某个单位，因此 a 属于类别 （ i ). 

再假设/ >=3( mo d 4). 则由引理的 （ b ) 部分可知/>整除 a , 所以由 a 的素性可知 a 等于 
一个单_位乘以 P , 因此， a 是类别 （ ii 〉 中的素数. 

最后假设 psWmod ^). 由第26章中的两平方数之和定理可知 p 可表成两平方数之和 
p = u 1 + v 2 , 再由引理的 （ c ) 部分可知0要么被 a + it / 整除，要么被 a 整除.因此 a 等于 
一个单位乘以 u + iK 和中的某 一个. 特别地， o 2 +6 1 = i * 2 + t > 2 = p , 所以 《 是类别 （ iii ) 
中的素数.这就证明了每个高斯素数必屏于三类中的某一类. 口 

习题 

33.1 关于下面的題目写一篇短文（一两 页）： 

( a ) 19世纪欧洲复数的 引入. 

( b ) 古希腊无理数的发现. 

( c ) 零和负数引人印度数学、阿拉伯数学和欧洲数学. 

( d ) 19 世纪欧洲超越数的发现. 

33.2 (») 在下面两个陈述中选择一个，并写一篇一页短文为其辩护.务必给出至少三个具体的理由说明 

为什么你选择的陈述是正确的，而相反的陈述是错误的. 

陈述丨 数学已经存在，只不过是被人们发现而已(.从同样的意义 i . 来说，冥王星在 1930 年被发 
现前已经存 在〉. , 

陈述2数学是人们发明出来描述世界的抽象创造（甚至抽象创可能与现实世界毫无关 系）. 
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( b ) 现在改变你的观点，并利用另一个陈述重做 （ a >. 

33.3 将下面的各个量写成复数.、 、 

(a)(3-2i) - (l+4i) ⑺(觉 

33.4 ( a 》 利用复数解方程/ =95 -168 i . (提 示： 令 （ “ + W ) 2 =95 - 168 i , 对左边平方，并解出 u , «■) 

0>)利用复数解方程/=1 +2 i . 

33.5 对以下 各题，检验髙斯整数 a 畢否整除高斯整数办，如果能 整除， 则求出其商 .： 

(a) a =3 +5i, = ll - 8 i 

(b) a =2 -3i, 芦 =4 +7i 

(c) a =3 -39i, ^ = 3 -5i 

(d) a=3 -5i, fi = 3 -39i 

33.6 ( a ) 证明 a + 6 i . 整除 c + 出等价于普通整数 a 2 十 6 2 整除 ac + M 和 -ad + &• 

( b ) 假设 a +6 i 整除 C + 证明 a 2 +6 2 整除 c 2 + d 2 . 

33.7 验证复数集的下述每一个子集 R ,， '是一个环.换句话说，证明如果《， ）8 在某个子集中， 
则 a +芦 ， a 碎也在谭子集中 • 

(«)*, =\a + bi ^ ; a , _i 是普通整数 |. 

( b ) 设 p 是复数/> = ++ i #_ /{ 2 = {a + 4 p ： a A 6是普通整数 |. 

<提示: p 满 M 方程 ip+p + i =0-.). 

( c > 设 p 是固定的素数. 

* } = U / d : a , d 是普通整数且 pfdl . ' 

{ A ) R t = \ a ^ l ^ S -. a , b 是普通整数 |. 

33.8 环 ft 的一个元<*称为一个单位，如果存在 j 8 6 ft 使得咕 =1. 换句话说，是一个单位，如果它 
在 R +_ 中有乘法 逆元. 補述下述各个环的所有:单位 .. 

fc 是普通整数！. 

+•'( 提示： 对 o +’ WWfe 用范数的积性 •+) 

(1>)设 p 为复数 -- 

R t = \ a + bp ： a , I •是普通整数 |. 

< C ) 设 /> 是固定的素数. 

& = | a /<< : »，</是普通整数且 • 

33.9 设 R 是环 k + W 5 ■: «, t 是普通整数 I . 对及中任一元 £ »=<1 + &#,定义<«'的“范数”为祝( ( 《_>=<» 1 _-36 2 . 
(注意 R 是实数集的子集，这个“范数”不是 a 到0的距南的平方 •） 

证明： 对 A 中每个 a , 芦，有呎呦） = JV (. a ) AT ( p ). 

.( b ) 如果《是 R . 的单位，证明 iV ( a ) 等于 1. (提 示： 先证明 JV ( a ) 必等于 *1, 再弄清为什么它不等 
宁 -1.) 

< c > 如果 JV ( a ) =1,证明 a 是开的单位 • 

< d > 求出 R 的8个不同的单位. 

(e) 描述 R 的所有单位.（提 示： .参见第 32 章 •） 

33.10 通过证明在情形3中高斯整数能被和牙整除来完成高斯整除引理 （ c ) 部分的证明 • 

33.11 将下述每个髙斯整数分解为髙斯素》的 乘扔. （你会发现高斯整除引理在确定哪些高斯索数可作为 
因子进行尝试时是有帮助的 .） 

( a )91 +63 i ( b )975 


(c)53 +62i 



第 34 章高斯整数与唯一因子分解 

在上一章中我们看到髙斯整数的数论像普通整数的数论一样有趣.事实上，有些人可能 
认为高斯整数数论甚至更有趣，因为它含有更多的素数.很早以前我们就看到普通素数是如 
何被用来构成所有其他整数的，并且证明了一个基本 结论： 每个整数都有唯一的方式由素数 
构造出来.尽管这个在第7章研究的唯一因子分解定理起初看上去稂明显，但通往“偶数世 
界” （ E - 区域）的旅程使我们相信它远比最初看起来的要微妙得多. 

现在出现的问题是，是否每个高斯整数都能唯一地表成高斯素数的乘积.当然，重排因 
子的顺序不认为是不同的因子分解.但是，还存在其他可能的困难.例如，考虑两个因子 
分解 .•’ 

11 - 10 'i = (3 +2 i)(l - 4 i ) 和 11 - 10 i = (2 -3 i )(4 + i ). 

它们看起来不同，但如果回忆起我们关于单位的讨论，就会注意到 

3 +2 i = i • (2 -3 i ) 和 1 -4 i =-i . (4'+ i ). 

因此 ，11 - lOi 的两个想象上不同的分解来自于关系式 -i • i = l . 

如果允许有正索数和负素数，则对于普通整数也会产生同样的问题，因为比如说， 
6=2 • 3*( -2) •(-3) 看上去有两个“不同的”素因数分解.为避开这个困难，我们选择正 
素数作为基本素材.这启发我们对高斯整数作某种类似的事情，但显然不能谈论相对于正复 
数的负复数. , 

如果 a = a + 6 i 是任一非零高斯整数，则可用每个单位 I , -1, i 和 - i 乘以 q 而得到 
a = a + 6 i , ia = - 6 + ai , -a = - .a - bi , - ia = 6 - oi . 

如果将这四个高斯整数放在复平面上，我们发现这四个髙 斯整数 中恰好有一个在第一象限. 
更精确地说，其中恰有一个数的 * 坐标 >0, y 坐标 &0. 我们称 
* + yi 是 规范的 ，如果 * > 0 ,y & 0. 

这些规范的高斯整数将起到和正的普通整数同样的作用. 

定理 34.1( 高斯整数的唯一分解）每个高斯整数 a ^ O 都可唪一地分解为一个单位 u 乘 
以规范的高斯素数的乘积 •. 

a = U7r,*jr 2 * 4,,jr f* 

和通常一样，有必®作一些 解释. 首先，如果《本身是一个单位，则取 
«=«,并令《的分解为其次，高斯素数 A ,…， I 不必是不 同的； a 的分解式的另 
—个播述是 

a = uir\ X/ iTi"-v r ', 

其中高斯素数 tt ,, …，&互不相同，指数《,, •••, e f >0. 第三，当我们说恰有—个分解 
时，显然不会将因子的童排作为新的分解. 

如果回顾一下 0 第7章中算术基本定理的证明，将会看到能够自然地推出其他性质的关 


© 所以，你所期待的是回顾与复习！ 
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键的素数性质是下面的简单 断言： _ • 

I 如果一个素数盤除两个数的乘积，则该索数（至少）整除其中的一个数 . | 

幸运的是，高斯整数也具有这个性质.但在给出证明之前，我们需要知逍当高斯整数被另一 
个高斯整数除时，余数小宁除数. 1 ‘ 

对于普通整数而言，以上的结论是显然的，你也许会认为这不值一提.例如，如果用 
37去除177,则得到商4和余数 29. 换句话说， 

.. 177 =4 - 37 +29, 

且余数29小于除数 37. * 

然而，对高斯整数来说，情况还很木清 .楚. 例如，如果用 15-17 i 去除 237 +504 i ， 商 
和余数是什么？甚至如何谈论余数小于除数？第二个问题容易回答，我们可以用范数 
汉 ( a + 6 i ) = a 2 + 6 2 来度量高斯整数的大小，所以可以要求余数的范数小于除数的范数.但 
用15 - 17 i 除237 +504 i 并得到一个范数小于 N (15 - 17 i ) =514的余数有可能吗？回答是“是 
的”，因为 

237 +504 i = ( - 10 + 230(15 - l '7 i ) + (-4 - lli ). 

这就是说， 237 + 504 i 被 15-17 i 除的商是 -10+23 i , 余数是 -4- lli , 显然 -4 - lli > = 
137小于 / V (15-17 i 〉=514. .- . 

我们琛在证明高斯整数相除并得到一个小的余数总是可能的.该证明是代数与几何的愉 
快结合. . ， 

定理 34.2( 高斯整数带余除法）诛<»,办是高斯整敦且 j 8_0. 则存在高斯聲数 y 和 p 使得 
a = py +p 且 N(p) < N{0). 

证明如果将要证明的方程用;5去除，则可得 



这表明应该选取与 o /) S 尽可能接近的因为我们想要^与 a 作之间的尋较小: 

如果比值 0/)8 本身是一个高斯整数，则取 y =«//8, p =0； 但一般地，不是高斯整 
数.然而，它必定是一个复数，所以可以像图 34.1 那样将它在复平面上标出来. 


-1 

• ‘1 I 

_ 乂 Z …」… 

I 

1 

1 

1 % a/fi 1 

1 

1 

1 

1 

• -1 ' -1 

1 1 

1 1 

• 1 1 

1 1 

1-1 

1 1 j 2 


图 34. 丨与<>/;8最接近的高斯整数 7 
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接下来我们通过所有的高斯整数画出水平与垂直的直线，将复平面划分成方格.复数 
(255] «/沒位于某个方格中，取 Y 为包含 a /沒 的方格中与 a /沒 最近的那个角.注意， y 是一个高斯 
整数，因为方格的每个角都是高斯整数. 

如果 a /奋 恰好在方格的中心，则 a / jS 与 y 的距离最远，所以 

' (从到7的距离）赛 f 

(方格的对角线长度为在，所以方格中心到角落的长 为及的 一半. ） 如果将两边平方并利用范 
数是长度的平方的事实，则可得 

r N (f~y)^T 

两边乘以 AT (/ S ) 并利用范数的积性可得 

Nia - fiy ) 

最后，我们简单地选取/>为/> = «-办,.则可得所需的 性质： 

a = j 8 y + p , N ( p ) < N ( p ). 

(事实上，我们得到了更强的不等式 AT ( P ) 名卢 ）•） 口 

卞一步是利用高斯整数带余除法去证明形如 /la +如的“最小”非零数整除《和尽将它 
_与我们在第6章证明的普通整数的类似性质作比较是很有用的. 

定理 34.3( 离斯整数公因数性质）设《,月是高斯整数，令 S 为高斯整教;的秦合 
Aa + Bp , •其中为任意高斯整数. 

在 S 的所有高斯整数中，选取具有最小非零范数的元 ’• 

• g - aa ^ bp . 

也就是说 

0 < 汉（ ？ ） 1 赛汉(；^ +即），对任意满足/1 < «+场3尹0的.高斯整数/1. 

则豸整除 a 和 〆 . 

证明利用高斯整数带余除法，用 g 除 a , 

a = gy + p , 0 « N ( p ) < N ( g ). 

我们的目的是证明余数 p 为零. 

将 g = 屻代入 《= gy +P , 并做一点代数运算可得 
( 1 - ay)a - byp = p . 

于是 p 在集合 S 中，因为它具有形式 

(高斯整数 x «> + (髙斯整数 xp ). 

另一方面， AT ( p ) < N ( g ), 并且我们选取的 g 在 S 的元素中具有最小非 f 范数.因此， N ( p ) 
必为0,由此知 p =0. 这表明^=耵，所以者整除 《. 

最后，将《*与)3的角色互换并重复上面的论证即可证明 g 也整除尽 □ 

现在我们准备证明，如果高斯索数整除两个高斯整数的乘积，则该高斯素数至少整除其 
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中的一个高斯整数. 

定理 34.4( 高斯素数整除性质） 设 7 T 为高斯素数， a , 为高斯整数，并假设整除来 

积 Q 0. 则要么 1 T 整除 a , 要么17■整除 )8( 或 a , 都被■整除）. 

更‘一般地+，如果 it 整除高斯整数的乘积…，.则 ir 至少整除因子 a , , 
a 2 , a „ 中的某一个. [257] 

证明对^和开择用髙斯整数公因数性质，则可以找到高斯整数《和6使得 
g = aa + bir 整除 a 和 

但 tt 是高斯素数，所以，.由 g 整除开知，要么是一个单位，要么 g 等于霄乘以一个单位. 

我们分别考虑这两种情况. 

首先，假设 g = uir , it 为某个单位（即 u 是1, -1, i 或 - i 中的一个）.因为 g 也整除 
«,所以 7 T 整除《，故结论成立. 

其次，假设 g 本身是一个单位.将方程 g=ww + 6 ir 两边乘以 办可得 
gP = aafi + bnp. 

已知 tt 整除冲，所以由上面的方程知 it 整除 《8. 因为 g 是一个单位，所以77整除 jS ， 故结 
论成立.这就证明了如果高斯素数整除乘积 a /8, 则它至少整除因子 a , /3中的某一个. 

以上证明了高斯素数整除性质的第一部分.对于第二部分，我们对因子的个数/ I 使用归 
纳法. 我们已证明了/»=2(即两个因子的情形，这足以作为归纳的开始.现在 嵌设已 
证明髙斯素数整除性质对因子个数小于 n 的乘积是成立的，并假设 7 T 整除 it 个因子的乘积 
如果令 a = 芦=«,,则开整除矽，所以从上述讨论可知，要么 7 T 整除 

«,要么甘整除尽如果 7 T 整除沒，由于/3=«,,则结论已成立.另一方面，如果 7 T 整除《, 

则 7 T 整除>» -丨个因子的乘积由归纳假设知■整除因子％,•••，中的一个. 

这就完成了髙斯素数整除性质的证明. □ 

我们最后准备证明每个非零的高斯整数都有唯一的素数分解. 

高斯整数唯-因子分解的证明先证明每个高斯整数都有某个素数分解.可以简单地模 
仿第 7 章中给出的证明，但为了多样化’起见并介绍一种新的数学工具，我们给出一个“反证 
法.” 0 在反证法的证明中，我们从一个陈述开始，然后利用这个陈述进行演绎，最终得到一_ 
个显然错误的结论.这就使我们推断出原来的陈述是错误的，因为它导致了一个错误的 
结论. 

我们用来开始的特殊陈述 如下： 

陈述： 至少存在一个非零的高斯整数不能分解成索数的乘积. 

在所有具有这个性质的非零高斯整数中，选取一个（称之为 (*) 具有最小范数.我们能够做到 
这一点，因为高斯整数的范数是正整数，且任一正整数的集合中必有最小元.注意， a 自身 


0 44 反证法”的经典术，语是 reducrio ad sunhim, 字面意思为“归缪法”.正如哈代在（一个数学家的自白 >(A 
Mathematidai^ Apology) 中所说的那样，反证法“是数学家最好的武器之 一• 它远远胜过象棋中弃子求胜 法：棋 
手可能舍弃一子或一片去换取胜局，伹是数学家却以否定全盘来获得证明。” 



不能为素数，否则 a =«已经是的素数 分解. 类似地， a 不能为单位，否则《=<?又是一 
个素数分解（此时为零个素数）•.但如果 a 既不是素数又不是单位，测它必能分解为两个高 
斯整数的乘积 a =办，办， y 都不是单位. - 

现在考虑 )3 和 y 的范数.因为芦和 y 都不是单位，所以 W (沒）>1, Af ( y > >1,由范数的 
积性 JV (/8) AT ( y ) = JV ( a ) 可得 

_ = 聽 < N(cc), N(y) = < N(a). 

但我们选取的 or 是不能分解成素数乘积且具有最小范数的高斯整.数，所以/3和 y 都能分解成 
素数乘积.换句话说， . 

J ? = y = 

其中 ， TT ,， …， TT :, …， < 为高斯素数，于是 

a = py = u 2 … 7T r 7r 、 

也是素数的乘积，这与<»不能表成素数乘积的选择 矛盾. 这就证明了我们的陈述必是错误 
的，因为它导致了一个 谬论： 能表成素数的乘积，又不能表成素.数的 乘积.诲就畢 说， 
我们证明了陈述“存在不能分解成素数乘积的非零的髙斯整数”是.错误的，所以也就证明了 
每个非零的高斯整数都能分解成素数的乘积. 

按照前面的说明，定理的第二部分要求证明素数分解只輯有唯一的方式.我们仍然可以 
模仿第7章中的证明，但利用反证法来证明.我们从下连陈述开始. 

陈述： 至少存在一个非零的 iii 斯整数，它有两个不同 的素数 分解. 

假.设这个陈述为真，我们来看看所有具有两个不同素数分解的高斯整费的集合（阵述保证了 
这个集合是非空的），并取 a 是这个集合中具有最小可能范数的元. 

这就表明 a 有两个不同的分解 , 

a =■ uir { ir i "' ir J - u ' ir ' l ir ' 2 "- ir ' , 

其中的素软都是本章开始所描讳的规范素数.显然， a 不能为单位，否则将有《 = 1^ = 11 ■: '，所 
以这两个分解将不会不同.这表明 r 2= l , 因此，在箄一个分解中有一个素数 77,. 于是77,整 
除因此 

7 T , 整除乘积 

由高斯素数整除性质可知77,至少整除 It ', 77;, …， < 中的某一个 . ff , 当然不能整 除 〆 ， 
所以甘 ，整除 因子中的某一个.重排这些因子的顺序，我们可以假设％整除讲〗:•，然而，开', 
是高斯素数，所以， 它的因 子只有单位和本身与单位的 乘积. 因为不是单位，我们推得 
=(单位 ） X 7 T ’,. . 

此外，和 < 都是规范的,.所以典单位必为1 ， 故 1 T ,=<. 

«/3=«/97,=«/<.从 a 的两个分解中消去％可得 

/3 = uir 2 •••«■, = u ' ir ' 2 -- jr ',. • 

JS 具有以下两个性质： 

• N(p) =N(a)/N(ir) <N(a). 


高斯整教与唯一因子分解 


169 


• /3有两个不同的素数分解（因为 a 具有这个性质，且可以从 a 的两个分解的两边消去 
相同的因子）. ， 

这与 a 是具有两个不同素数分解的最小数的选择矛盾，因此原来的陈述必是错误的.于是，不 
存在任何高斯整数具有两 个不同 的素数分解，因此，每个高斯整数都有这样的唯一分解.口 [2601 
我们用高斯整数唯一分解定理对将一个数表成两平方数之和的方法数进行计数.例如， 

将 45 表成两平方数之和有多少种 方法？ 试验一下立即得到 
45 «= 3 2 + 6 2 , 

这是将 45 表成 a 2 +6 2 & a , 6 为正整数及《»< 6 的唯一方法.当然，我们可以交换两项而得 
PJ45=6 J +3 2 , 并且还■可以使用负数，例如， 

45 = (-3) 2 +6 ? , 45 = ( 厂 6J 2 + (.— 3) 2 . 

认为所有这些表示不同对于并数是很方便的.所以说 4 5 有 8 种不同的方式表成两平方数 
之和： 

45 = 3 2 + 6 1 45 = 6 2 + 3 J 


45 = (-3 ) J + 6 J 45 = 6 1 + (-3) 1 - 

45 = 3 2 + (-6) 2 45 = (- 6 ) J + 3 2 

45 1= (-3) 1 + (-6 ) J 45 = (-6)* + (-3 ) J 

一般地，我们记 " 

«( AT ) =将 AT 表成两平方数之和的方法数. 

它还有一个熟知的名字是将况表成两平方数之和的表示数，它解释了这个术语.由上述例 

子可知 ， 

fl (45) = 8. , 

类似地， «(65) =16, 因为 

65 = I 2 + 8 2 65 = 8" + I 2 

65 = (- I) 2 + 8 2 65 = 8 J + (- I) 2 

65 = I 2 + (- 8) 2 65 = (.r- sy- + I 2 

65 = ( ， I) 2 + ( - 8) 2 65 = C-8) 1 -b(-l) 2 

65 = 4 1 -f 7 J 65 = 7 J + ^ 

65 != C -4)- 2 +7 1 ' 65 = 7 1 +< - 4) 2 

■‘ 65 = 4 1 + (-7 ) J 65 = (-7) 1 + 4 J 

65 = (-4 ) J + (- 7) 2 65 = (-'ty + (-4) 1 . 

对将 AT 表成两个平方數之和的表示数，下面的漂亮定理给出了令人吃惊的简单公式. _ 

• 定理 34. 5( 勒让德两平方教之和定理） 对给走的正整数; V ，设 

/), =(整除汉且满足 WsUmodA ) 的正整数 rf 的个数） .， •’ 

Dj = ( 整除 W 且满足 ^ s 3 Cmod 4) 的正整数 rf 的个数 .）. 

则将/ V 表成两平方数之和的方法数恰好为 


R ( N ) = 4( Z ), - D 3 ). 

在给出勒让德公式的证明之前，我们举況=45的例子来说明定理. 45的因子有 
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? 1, 3, 5, 9, 15, 45. 

其中的4个因子（1，5, 9, 45) 是模4余1的，所以 fl ,=4, 而有两个因子(3, 15.) 是模4余 
3的，所以 Z ) 3 =2.定理吿诉我们 

«(45) = 4(0, - 0 3 ) = 4(4 -2) - 8, 

与前面的计算一致.类似地，65有4个因子丨，5, 13, 65,它们都是模4余〗的.于是定 
理预言 

/ {(65) = 4(4 -0) = 16, 

与前面的计算也相符. 

勒让德两平方数之和定理的证明 证明分两步.第一步，找到 ft ( JV ) 的公式.第二步， 
找到 Z ), -坧的公式.比较这两个公式即可完成证明. ^ 

虽然证明不是很难，但由于记号的原因，它看上去有点复因此，我们首先说明如何 
用高斯整数来对特殊的/ V 计算 ft ( W ). 如果能理解对于这个 AT 值的证明，则对一般的证明将 
不会有任何困难. 

我们利用数~ =28 949 300. 首先将况分解成普通素数的乘积，并将它们按照模4余 

1和模4余3来分组， 

N = 28 949649 300 = 2 1 • (5 2 - 13 3 ) .• (3 2 . II 4 ). 

‘(《4余-|*数)- ' (模4条 '3 索数） ' 

_其次将 W 表成高斯素数的乘'积.利用 2 = .- i ( l + i ) 2 , 模4余1的素数可以分解成髙斯素数 
的共轭的乘积，模4余3.的索数已经是高斯 素数， 由此可得分解 

AT = - (1 + i ) 4 • ((2 + i ) 2 (2 - i) J - (2 + 3 i ) J (2 -3 i ) 3 ) . (3 2 . II 4 ). 

现假设要把尺表成两平方数之和，设況=/ + 炉.这表明 
N = (A + Bi)(A -Bi), 

所以，由高斯整数的唯一分解 ， /t '+ Bi 是某些整除况的素数的乘积，4 - Bi 是其余素数的 
乘积. 

然而，在整除/ V 的素数分布中我们还没有完全的自由性，因为与 互为共轭 

复数. 也就是说，如果将 i 变成 - i , 则将其中一个变成另—个.这就表明，如果某个素数 
幂 （a + fcir 整除/»+出，则它的其轭复数幂 （ a - frir 必整除 4- Bi . 所以，打个比方说，如 
果 (2 + i ” 整除 /1+ Bi , 则 （2 M ) 2 整除 4- Bi , 所以2 - i 的任 何素因 子都不会整除4+ Bi , 
以上推理也可以应用到模4余3的高斯 素数. 例如，9不能整除/!+历，因为那样一来， 
将不会留下3的因子整除4 - Si . 这些观察表.明 ， AT =28.949 649 300的因子4必形如 
A + Bi = 单位. .（1 + 0 2 - (2 + i )*(2 - i ) 2 - - (2 +3 i )"(2 -3 i )*- -3 • 11*， 

其中 n ， m 可在0莓 n <2 和 0< m 莓3中 任取. 于是 n 有3种.选择， m 有4种选 择:， 而单位有 
通常的4种’选择，所以 / l .+ Bi 共有 4.3.4=48 种可能性.由高斯整数的唯一分解性质可知， 
将 JV 表成两平方数之和与求出整除 iV 的 4+ fii 是同一个问题，所以得到》(况） =48. 记住下面 
的事实是很重要的： 48实际上是以下三个量的 乘积： 

• 髙斯整数中单位的个数 
• 2 + i 的指数加1 


高斯整教与唯一因子分解 


171 


•2+3i 的指数加1 < 

我们现在开始证明勒让德两平方数之和 定理. 先将作分解成普通索数的乘积 :• 

N = 2' p ^ p ^— p '； - 电电…七 、 

' («4*1*«) ' .(«4余、*数). .、 12631 

其中 P,, …， P, 都是模4余1的， 9| ,…， 9 ,都是模 4 余3的.我们利用高斯整数和指数 
*,，•••，〜，/,，•••，/ 求出 i?(AO 的公式 • 

将’汉分解成高斯素数的乘积.整数2分解为2= -i(l +i)% 每个/> ; 分 解为" 

Pi = (<*/ + 6；i) (o y - 6 y i) , 

而 1 本身为髙斯素数.这就给出了如下的 分解： 

N =(-i)'(l +i) a， ((a, + VKa - +ft 2 0(« 2 -6 2 i>r- 

(( a , +6 r i)(a r -6,i))W 、 必 . 

如果指数 /,, …， /, 中有一个为奇数，则汉不能表成两个平方数之和，所以及 （A0=0. 

因此，现在假设所有的/,，…，/,都是偶数，并假设 W 写成两平方数之和 AT=4 2 +fi 2 . 这 
表明 ’ ’ 

N = (A + Bi )(4 - Bi)>, 

所以 4+Bi 湘由汉的素因子组成.此外，因为 4+ fli 与互为共轭复数，所以每 
个出现 在两分解式之一中的素数，其复共轭必定出现在另一个分解式中.这表明4+抝形如 
、 A 十 Bi =u(l +i)*(.U, +6,i)* , (a, -6,1广-，）.“ 

((a, + M)* r (« ，- 

其中 u, 是一个单位，指数 …， * ，满足 

0 ^ *, « e, , 0 « * 2 « e 2 , •••, 0 « * ，矣 e,_ . 

两边取范数.将 W 表成两平方数之和，因此也 就计算 了指数的选择个数，从而给出了 
4(e, + 1) (e 2 + l)—(e r + 1) , 

种不同的方式将况写成两平方数之和 .（u, * ，的不 同选择 将产生不同的/!， S 

验证作为习题留给读者 O 

总结一下，我们已经证明，如果整数况分解为 

N = W … p:K .， 

其中/>,， …， P, 都是模4余1的，</,,…，9,都是模4余3的，则 

r4(e, + l)(e 2 + l)-(e, + 1) 如果 /,,“•》/： 都是偶数， 

R ( N ) = 

lo 如果中有一个奇数 • 

只要■证明了差 A 由同样的公式给出，则勒让德两平方数之和定理的证明就完成了. 

定理 34.6{D,-D 3 差定理)将整数 TV 分解为普通素数的乘积 

余索〆 ‘(《4余、索教)* 


，其 

12641 


设 


D x =( 整除 iV 且满足 d = l (mod 4) 的正整数的个数）， 
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=( 整除汉且满足 rf ®3( mod 4) 的正整教</的个数）. 

则差 A - Z ) 3 由下式 给出： .■ 

f ( ei + l )(« 2 tl ) … （ e ,+ l ) 如果乂， ”•，/ 都是偶数， 

D,-D,= 

10 如果/,,…，/中有一个奇数 • 

证明对5用归纳法证明.首先，如果 S =0, 则所以況的每个奇因子都 
是模4余1 的. 换句 芦说， D 3 =0, /), 是汉的奇因子的 个数. $的.奇因子是每个指驾〜满足 
的数 〆 于是有& + 1种选择 .， 这表明奇因子/的总数为 
0, - D, = D, = (e, + l)(e, 4 + l) — (.e„ + 1). 

这就证明了当 s =0 时，即办不被模4余3的素数整除_定理成立. 

现假设 W 被某个模4余3的素数 9 整除，并假设定理对所有模4余3的素因子的个数小 
于況的那些整数都成立 .. 设/是 9 整除 7 Y 的最食次幂，则 = _/>1, O ". 我们考虑/ 

为奇敢和偶数两种 情况. 

首先，假设/是奇数. W 的奇因子是如下 的数: 

qd, .0 ，Si «/，d 为奇数 ,<i 整除； i . 

n 的每个因子 d 恰好可给出 / V 的 /+1 个因子，即 .给 出因子1今味/,且 AT 的这 /+1 个因 
子中，•恰好有一半的数模4.余1，另一半模4余 3. 于是況的因子被平均分在 D , 和/),中， 
因此 - 坧 =0. 这就证明了当汐被模4余3的素数的奇次幂整除时，定理成立. 

其次，假设汉=</«, /为 偶数. 同样，/ V 的奇因子形如 9 4, 0幻起/, d 为奇数且 rf 整除 
n - 如果只考虑指数0幻矣/-1的因子 9 ‘ d ， 则用前商同样的推理可证，模4余1因子的个数 
恰好与模4余3因子的个数相等，因此，它们在差 i >, LZ ) 3 中抵消了.剩下来要考虑况的形 
如以的因子.因为指数/是偶数，拼以 〆 音 l ( mod 4>. 这表明，如果 d S l ( m 0 d 4)， 则^ 
在中计数， W $< ie 3( m 0 d 4) i ， 则 V « i 在'込中 计数. 也就是说， 

(关于/的 D ,)- (关于 AT 的 Z ) 3 ) =(关于/ V 的 D ,)- (关于 n 的 D ,). 

由归纳假设知定理对 n 成立，所以我们推出定理对 JV 也成立.这就完成了 D , -/), 定理的 
证明. ^ 口 

习题 ’ ■ 

34.1 < a ) Sa =2 + 3 i . 在复平面上画$四个点 i a , -<», -ia. 连接这四个点能得到哪种图形？ 

< b ) 对 《.= .-3+4 i 考由同样的向理. 

( C > 设 a = 0 + ti 是任韋非零的髙斯整数，/ I 是.复乎面上与义对应的点 fl 萆复平面上与 ia 对应的点> 
0 = (0, 0) 是与0对应的点 _ rMQB 的范.围晕 什么？ 即射线说和的夹角范围是什么？ 

( d > 仍设 ct = 0 +6 i 为任意非零的高斯整数.，连 璋四点 g ,. i a , - a *- iot 得到的图形的形状是什么？ 
证明你的回答是正确的. 

34.2 对下述每对高斯整数<«和谷，求出高斯整数 y 和 p 使得 

a = +p t N{p) < Nip). 

( a ) a = U +17 i , 0 = 5 +3 i v 
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(b) a = 12-23i, /3=7-5i . , 、 

(c) a =21 -20i, fi =3-7 i 

34.3 设《，办是高斯整数且月 #0. 我们证明了总存在 一对高 斯整数 （ y , P ) 满足 
a = fiy +p, IS(p) < N{p). 

U) 证明： 事实上存在至少两个不同的数对 (y, p) 具有舸笋要的性质. 

(b) 你能求出 a, 彡使得恰好有三个木同的数对 （y, />) 具有所需要的性质吗？要么给出例子，要么证 

明它不 存在. ， 

(c) 和 （b> 相同，但 恰有四 个不同的数对 （y, p). T， 

(d) 和 （b) 相同，但恰有 五个; ^同的数对 />). 

(e) 根据《/沒的值将正方形分 k 几个不同的区域，厶此诶明你在 （a)、(b). (c), (d) 中的结论. 

54.4 设 a， 沒是不全为零的髙斯整数.我们称高斯整数 y •是 a, )8 的最大公因数是指 （i)y 整除《和6, 

(ii) 在所有 a, 芦的公因数中，量州V)尽可能 得大. 

(a) 假设 y 和5都是泠的最大公因数.证明 y 整除&利用这个事实推出在=外对某个单位 u 

成立. .1 -•，， • 

(b) 证明集合 

\ drfps ： 为髙斯整数} 

包含儿尽的最大公因数.（提 示： 考察集合中具有最小范数的元 .） 

(c) 设 y 是卢的最大公 因数. 证明 （b) 中的集合等于 r - 

ty^ * 是高斯整数 I. 

34.5 对下面每对髙斯整数求出最大公因数. . ， f 

(a) a=8+38i t j8=9+59i 

(b) a= -9 +19i, -19 +4i 

(c) a=40+60i, /3 = 117-26i 

(d) a = 16-120i, /? = 52+68i 
34.6 设 /? 是下面的复数 集合： 

R = \ a ^ bi ^5： a 和 6 是普通整数 

(a) 验证是一个环，即验证/?中两个元的和、差、积仍在 K 中. 

(b) 证明 硪=1 在中的解只有 a=jS = l 和《=/3= -1. 由此推出环尺的单位只有1和 -1. 

<c) 设《，是/?中的元 • 我们称 )8 整除 a， 如果存在 ft 中的元 y 使得《= 办. 证明3整除85 - 
lliVS 

( d ) 我们称中的元 a 为素元 e ， 如果 or 在及中的因子只有±1和 dtot. 证明2是尺中的素元. 

(e) 我们定义及中的元 + ■的范数为 N(o0 =a 2 +56 2 .设 a = 11 +2i #，卢=1 + i 证明不 
可能找到中的元 y 和/>使得 

a = ^7 +p, N ( p ) < 

因此/?不具有带余除法 性质. （提示：画一个图说明尺中的点和复数 a //3.> 

(0 素元2显然整除乘积 


(1 + 1 ^ 5 *) (1 - 1 >/ 5 ) = 6 . 


6更恰当地，因数只有 u 和的元 a 称为不可 约元. 名称“素无”则留给具有如下性质的元 a: 如果《整除一个 
乘积，則 a 至少整除其中的一个因子.对于普通整数和高斯整数，我们证明了每个不可约元也是素元，但这个 
结埤对本习超中的环《并不成立. 




证明 2 既不整除1 + iV 5, 也不整除1 - i 

( g ) 验证分解式 

' 6' = 2 - 3 = (1 + 1^)0 -iVS - ) 

中的数都是素数，以此证明6有两个不同的素数分解. 

( h ) 求出《中其他的数 a 使得它有两个不同的分解《 = =甘 3 71^，其中％, %,霄 3 ,开 4 是尺中 

不同的素数. 

( i ) 你能 找出尺 中不同 的素数 开丨，贤2， 订 3， 甘 4,甘5，％使得贫|开2,=贫 J 贫4 =开5 甘 6 吗？ 

34.7 在勒让德两平方数之和定理的证明中，我们需要<知道单位 U 和公式 

A +Bi = a(l + i ) , (( o " +6 l i )*'( a , … 

, ,(( 〜 + w 广 u , - w，-W … y 

中的指数七，…，七的不同选取产生不同的 B 值, 证明的确如此. 

34.8 ( a ) 列出 ,/V = 2925 的所有因数 • ： . 

< b ) 利用 （ a ) 计算 Z ), 和£> 3 ,即2925的模4余1的因数和棋 4 余3的因数的个数. 

( c > 利用勒让德两平方数之和定理计算 RC 292 S ). 

( d ) 列出将2925表成两平方数之和的所有方法，并验证它与 （ c > 中的答案相一致. 

34.9 对下面每个 W 值，计算仏和仏，通过将差 Z ), -坧与£),-1) 3 定理中给出的公式作比较来验证你的 
答案，并用勒让德两平方数之和定理计算尺 （ A 0. 如果卢0,至少求出四种不同的方法将 AT 表 
成 ； V =/1 2 + fl 2 且4>5>0. 

( a ) / V =327 026 700 

( b ) AT =484 438 500 



第 35 章无理数与超越数 

在数与数学的历史发展过程中，分数（因为是比，也称作有理数）出现得很早，公元前 
1700 年就已经在舌埃及被使用了.当人们需要把土地、布匹、金子或诸如此类的东西分成 
几份时，有理数就很自然地产生了.比较两个量时也会产生分数.举个具体的例子，从开罗 
到卢克索的距离大于从开罗到亚历山大的距离的两倍，但小于它的 三倍. 这样的描述有用但 

不是非常精确.实际上只需要说前者是后者的^倍就可以了.这意味着从开罗到卢克索的距 

离的 6 倍等于从开罗到亚历山大的距离的 17 倍.我们称两个量是可公度的，如果第一个量 
的非零整数倍等于第二个量的非零整_倍，或者等价地，如果它们的比是有理数.注意，今 
天就是这样来测贵距离的.我们 说距禽 市中心 3. 7 英里，实际上是说到'市中心的距离的 10 
倍等于被称为“英里”的理想化距离的长度的 37 倍. 

很长一段时间，不加思索的人们似乎假定每个数都是有理数.用几何的语言来说，他们 
假定任意两个距离都是可公度的.在约 2500 年前的希腊首次有•人 
指出这个假定可能不正确.令人啼笑皆非的是，无 理数的 首次出 
现是在勾股定理中，这个古典数学中的瑰宝我们已经在第2章中 
作了诗歌般的描述.尽管勾股定理在毕达哥拉斯之前很早就已为 
人知，但正是在古希腊有人 ( 也许是毕达哥拉斯本人)第一次注意到， 

一个等腰直角三角形的斜边(见图 35.1) 与直角边是不可公度的. 

例如> 勾股定理告诉我们，一个直角边长为1的等腰直角三 m35A 不可公度的斜边 
角形的斜边长 为及. 我们并不确切地知道毕达哥拉斯的信徒们是如何推导出那样一个三角形 
的直角边和斜边是不可公度的，但下面这个关于 在的无 理性的优美证明改写自欧几里得的 
《几何 原本》 （ Elements ) 中的第十册. 

定理 35.1(# 的无理性定理）2的平方根是无理的，即不存在满足 f 2 =2的有理数 r . 

证明假设^在有理数『 使得/ " 2 =2,我们将利用假设的 r 的存在性，得出矛盾的命题， 

也就是说得到一个显然不成立的命题.这个矛盾说明这样的 r 是不存在的.就像在第 34 章 
中提到的那样，反证法是数学宝库中有力的工具. 

下面给出具体证明.假设 r 是一个满足 P =2的有理数.由于 r 是有理数，可将 r 写成 
分数 r = «/6. 我们总可以将分子和分母的公因子约去，故可假定 a 和6 2素.换句话说，将 
I ■写成最简分数的形式. 

由假後知 

a = 2b 1 . 

特别地， i 是偶数，因而《必頦是偶数，•设<»= 2 儿代人上式并从两边约去 2 可得‘ 

2A 1 = b\ _ 

故6也必定是偶数.但 a 和 fc 是互素的，它们不可能都是偶数，这就是我们所要的矛盾. 
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既然 r 的存在导致了矛盾，我们只能下结论说 r 不可能存在.因此，不存在平方等于2的 
有理数. . ， □ 

这个 V 5 ■的无理性的证明可以用很多方式推广.例如， 4 证明当 P 为任一素数时 V ?是无理 
数.与前面一样，假设有一个有理数，满足 r 2 = p , 然后3着専出矛盾.将 r 写成最简分芦 
r = a / fr , 则 

a 1, = p • b 1 , 

于是 P 整除 a 2 . 

在第7章我们证明了如果一个素数歷除两个 数的乘 积，则它必定至少整除其'中的一个 
数. 现在，素数/>整除乘积《.\因此可推出/>整除《， ^ a = P A . 代入上式并约去 p 可得 
P ' A 1 = b 2 , 

于是同璉可得 P 整除这样， p 既整除 a 又整除这与 a 和 fcS ； 素产生矛盾.因此，》•不 
可能存在.这就完成了 V ?是无理数的证明. 

哲学上的插曲反证法基于这样的 原理： 如果一个陈述导致了错误的结论，则原先的陈 
述本身是错误的.尽管常识告诉我们这个原理是成立的，但事实上它依赖于一个潜在的假 
定： 原先的陈述必须非对 即错. 每个陈述都非对即错这一假定称为排中律.尽管有着听上去 
非常重要的名.称，但排中律实际上是一个在数学体系的形式结构中使用的假定 e ( 数学术语 
1272] 为公 理）. 有些数学家和逻辑学家不接受排中律，并且已经建立 了不用 反证法的数学理论. 

当我们说 V ?是无理数时,.实际上是在断言多项式 r 

.. X l -2 

没有有理根.类似地，对素数 P ， V ?的充理性同样说明没有有 理根. 一般地，一个整 
系数多项式 . ， 

. c 0 X d + c l X d ~ > + c 2 X ^~ 2 + ••• + c i , l X + c d 

可能有许多无理根，尽管求出这些根通常很困难.例如，多项式 

X ' 1 - 66 X ' 0 -8 X 9 + 1815 Jf * -2.6 610/ + 5808 X 5 +218 097 X * 

, - 85 160 X 5 - 971 3 && X 2 + 352 116 X + 1 742 288 

的一个根是一个看上去很可怕的数 s 


/IT +.^2 + VT. 

显然，有许多整系数多项式，其中绝大多数有无 理根. 我们说一个数是代数的，如果它 

0实际情况比“哲学上的插曲”中提到的更 复杂. 科特•哥德尔 （KimGscW) 在20世纪30年代证明 了：任 何一个 
••有趣的"数学系统（例如，数论）都包含_些不可判定的命題，就是说那些命题在给定的数学系统中既不能被 
证明是真的，也不能被证明是®的.试着想象一个人是如何 ffi 明某些命埋是不能被证明的.这是对你的一个智 
力挑战. - 个更具哲学意义的难 超是： -•个命興不可能被证明为真时它能*真的吗？ ■•真”指什么？如果你相倍 
数学知识巳经存在，只不过是被败学家们发现而非创造 （叁 看习理 33.2 及第155页的脚注），那么在某种意义 
上，岂不是每个命《都非真即 ffi? 

© 你认为我.冓怎么找到这么庞'大.的多項式的这个4?杂的學的？ • 
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是一个整系数多项式的根.比如，数 

y , V 5 - , l!T, sin (- ir /6) 甚至 yTT + V ^2 + ^7 

都是代数数.注意每个有理数 a /6 都是代数数，因为它是多项式 的根. 但是，正如我 
们看到的，许多代数数不是有理数. 

有了代数数表面上的丰富性，我们或许会期望毎个无理数都是代数数，也就是说，期望每 
个无理数都是一个整系数多项式的根.举个特殊的例子，你认为熟悉的数 ir =3. 1415926…是 
—个代数数吗？在18世纪中叶，欧拉认为不是 e . 不是代数数的数称为超越数，因为它超 
出了整系数多项式的根的范围 

欧拉和他同时代的/人不餌证明 it 是超越数，事实上，在 I 882 年林德曼 （ Undenmmn ) 证 
明 w 的超越性之前已经过去了 100 多年. 不幸的是，即使有了随后的简化， it 的超越性的证 
明对我们来说还是太复杂了，因此不能在这儿给出.证明超越数的存在性确实一点都不容 
易.第一个给出超越数的人是刘维尔 ( Joseph Liouvilleh 他是在1840年给出的.我们沿用刘 
维尔的方法，取一个特殊的数，然后证明它是超越的.刘 维尔数 以非循环小数的形式 给出： 
位数：12 6 24 120 720 

U i i ' 1 i 


p = 0 . 110 001 000 000 000 000 000 001 00...001 00 - 001 00 -. 

更精确地说，的小数表达式:中第 zt 个 “1” 出现在小数点后第 n ! 位，小数中的其余各位数 
宇均为零.沒的另一种表示方法是 


„ 1111 1 1 
p = w + W + io i + W + io iiii + T^ 


或者，利用无弯级数的求和符号写成 

p = % 


为证明沒是超越的，我们需要证明/3不是任何整系数多项式的根.正如力■的无理性的证 
明一样，我们用反证法.假设 

f(X) = c〆 + c,^-' + + - + c 4 _ t X + c 4 

是一个满足/03) =0的整系数多项式.刘维尔奇妙的想法是：如果一个无理数是多项式的 
根，那么它不可能与一个有理数太接近.因此，在研究刘维尔数之前，我们先简短地讨论用 
有理数逼近无理数的问题. 

回忆一下狄利克雷的丢番图逼近定理（见第31璋）：对任一无理数 a , 都有无穷多个有 
理数 a / t 使得 

If-'+F 


© 欧拉（在1755年） 写道： “看起来相当肯定的是岡周构成了一个非常奇怪的超越的 fi， 它无法与其他 fi 相比较， 
无论是根还是其他的超越数."勒让徳在1794年证明了 V是无理数，并 指出： “可能根本不包含在代数无理 
郏中……但似乎很难严格地证明这一点•” 
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换言之，可以找到许多与《充分接近的有理数.我们或许 会问： 能不能更接近.例如，是否 
有无穷多个有理数 a /6 使得 

If 

答案在某种程度上取决于 《. 

例如，假设取£«=&这意味着 a 是/(尤）=妒-2的根，因此，如果 a /6 接近 a , 那么 
/ U /0 应该相当小.如何来定贵地说明这一点呢？我们可以通过分解 

’( 含) = ⑺ _2 = (t + ^)(f ~^) 

来估计 /( a /6) 有多小.如果《/6接近及，那么第一个因子及接近2在，因而肯定比4 
小.由此可估计 

另一方面，可以写 > 

注意，分子 a l -2 fc 2 是个非零整数.（它为什么非零？答 案是： 因为 及是无 理的，所以不可 
能等于 d /6.) 当然，我们不知道 a 2 - 2 b 2 的确切值,但知道一个非零整数的绝对值必定至少 
为 l e . 所以 

^子)卜卜 F 

现在，我们有了丨 /(<»/&) 丨的一个上界和一个下界.如果把它们放到一起，就会得到有 
趣的不等式 

上式对每个有理数 a /6 都成立.注意这个不等式是如何补充狄利克雷不等式 

|f ■ 在卜合 

的.特别地，可以利用 （1) 式来证明更强的不等式，比如 

|f U) 

只能有有限多个解.为此，联立不等式 （1) 和 （2) 可得 

< 各 ，从而 b < A , 

这意味着6只可能是1，2, 3,于是对&的每个取值， a 至多有有限多个可能值满足不等式 


0这儿我们用到的事实是一个看上去平凡的 观察： 没有整数严格介于0和1 之间. 尽管看上去平凡，这个事实却 
是所有趄越性证明的核心.它等价于非55整教的良序性，它断言由一些非负整数构成的集合总有最小元. 
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(2). 事实上，我们发现 （2) 式恰好有三 个解 ： f =+， -~= Y « y = y . 

回顾一下我们所作的讨论 .. 我们运用#是多项式妒 -2 的根这一事实推出了不等式 
(1), ( I )式表明一个有理数<»/6不可能与 V 5 ■太接近.刘维尔关于如上给出的数是超越数 
的证明是以下面两条为支柱的（用来构建桌子可能不稳，但作为证明完全可以接受）： 

( i ) 如果 a 是个代愈数，即《是整系数多项式的根，那么有理数<1/6不能太接近 c «. 

( ii ) 对如上给出的数沒，有许多有理数极其接近卢 • 

.我们的目标是采用这两个定性的结论并且使它们变得精确.从结论 （1) 开始，它可量化 
成如下形式. 

定理 3 S .2 {刘 维尔不等式）设代数数 a 是整系数多项式 

f ( X ) = c a X d + c ,^' 1 + cX ' 1 + - + c^ t X + c rf 
的根.设 Z ) 是任一满足的数（即 Z ) 大于多项式/的次 数）. 那么只有有限多个有理教 a /6 
满足不等式 •’ - 

| + _-« 卜去. <*> 

证明尤=«是/(1)的根表明用尤-«去除/(尤）时得到的余项为0.换言之， /( JT ) 可因 
式分解成 

AX ) ^ (X - a ) g ( X ), 

其中 

g ( X ) = eX ' 1 + e 广 + …+ e^X + 

是某个多项式.例如，代数数#是多项式妒 -7 的根，用去除^ -7 可得分解式 
X 3 ~7 = (X +汾 + ^49). 

注意，系数未必是整数，但这不会给我们带来任何问题. 

现在假设 a /6 是不等式 ： | 

|f 1卜長 

的一个解.若将尤 = a /6 代人分解式 / U ) =(尤-«)客(^0并取绝对值，则可得基本公式 

|’(t ) 卜 |f ~ a |* | g (f)|- 

这个公式的重要性 在于： 如果 a /6 接近《，则右边的值很小而左边是个有理数.接下去要做 
的两件事是求出 I g { a / b ) I 的上界和 I f ( a / b ) I 的下界. 

我们从后者 开始. 写出/(«/6)并且通分可得 

’If 卜 ( 子 1 +C *(f) + Mf) — +C “>f + 〜 

- c 0 o^ + c,a J ''6 + CjO ,, ' 2 6 I + ••• + c^ab 11 '' + c d b d 
~ b 2 ' 

注意这个分式的分子是个整数，故只要它非零，就有 
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k(# 

可以用前 

Hf)l-I(t ) 1 - 十 K 


('我们稍后再处理 / U /6) =0的情形 .） 可以用前面的例子/( X ) =/-7来说明， 

U 3 -7^L 1 

V , 

接着我们想要一个的上界.是不等式（ * ) 的解必定蕴涵着 
,1 a/b. I (I a I + 1, 

因此可以估计 

« e,(l al +1”- 1 + e,(l a.l + l )"' 1 + e 3 (l a I + 1)“* + ." +«“,（l al + 1) + v 
最后这量相当复杂，但是不论它等于多少，都有一个非常重要的 性质： 不依.轉于有 a 数 
a/b. 换言之，我们已经证明了存在正数 / f 使得对不等式 （*) 的任何一个解 a /6 都有 
I g.(a/b) I < K. 

再次用例子/(龙）=妒 -7 来说明这个估计，此时 IH /6 I ^+1. 这样， 

(Off + I) 2 +^7(^7 + 1) + ^/49 
« 17.717, 

所以在这个例子中可取尺 = 17. W 7. ( «- 

现在有 • 


不 等式： 

|f- a H^ 

因子分 解式： 

k(t)| = f _a l' k(t) • 

下界： 

k(t)|^ 

上界： 

h(f) 卜 _ 


联立起来可以俱 


V 


’(f) 卜 If H. 卜 ( 子 ) 卜 f 


因为 D > rf , 我们可以把6单独放在左边得到上界 

b ^ JC I/(D ' 

如用例子《=方和 /( 尤） =^-‘7 来说明这一点，我们有 d =,3, 且可取 K = 17.717, 于是如果 
取 D =3.5, 就可以得到界 


12781 


b ^ 17. 717 ,/(15 ' 3) « 313. 89. 
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现在可以明白为什么上界不依赖于数 a / fc 如此重要了，因为正是由这一点可以得出6 
只有有限多个可能值的结论（注意6必须是个正整数，因为它是写成最简分式的分数 0 /6 
的分母 .） 而且，对每个固定的6,只有有 限多个 a 使不等式 （*) 成立. （事实上，如果 
2,则对于给定的6值， a 至多有一个可能的取值 .） 最后一次回到我们的例子. 6可能的取值 
为满足1矣<>矣313的整数，于是对每个特定的6,相应的 a 的可能值（即不等式 （*) 的解）是 
那些满足 

• b^jl - « O « blfT + ^J 

的数.这证明了只有有限多个解，且经快速计算（在计算 机上） 后发观，这个例子只有两个 
解 a /6 = 1/1 和 2/1. 

我们几乎完成了不等式（ * ) 只有有限多个解 a /6 的证明.回顾一下到目前为止我们所 
做的一切，就会发现我们实际上证明的是 （* >只有有限多个满足/(«/6)_0的解.因此仍 
需讨论/'( X )的根.因为一个<^次多项式最多只有个有理根或无理根，所以有限多个/( I )' 
的有理根不会改变我们的 结论： （*) 只有有限多个解. .□ 

刘维尔不等式表明一个代数数《不能用有理数作很好的逼近.下一个引理是证明的第二 
个支柱，它表明刘维尔数 J 8 可以用许多有理数作非常好的逼近. 

引理 35.3( 关于泠的好的逼近的引理） 设是如上所述的刘维尔数 

liTF 1 

则对每个数 fl > l , 我们都能找到无穷多个不肉的有理数 a / fc 满足不等式 

1 |[小長. 

证明从直观上看，该引理表明可以找到非常非常接近的有理数.怎么去找那么好的 
逼近呢？ iS 的定义 

提供了 线索. 这个序列中的项递减得非常快，所以，_如果只取开始的几项，就能得到一个泠 
的很好的逼近.例如，如果取前四项，可得有理数 

r 4 = 士 + 士 + 士 + 士 = 0. 110 001 000 000 000 000 000 001. 

于是丨 r 4 -^ l 的小数形杏中的鲔 .119 位黎字都是零，故而丨 r 4 -/? I . <2 - 10 ,N , 这肯定非 
索小.另一方面，如果把％写成分数 a < /6 4 , 则 

_ _ 110 001 000 000 000 000 000 001 • 

-% = T t : .1 000 000 000 .000 000 000 000 000 ， 

所以它的分母6/仅仅”是 10 24 . 这个数看起来很大，但注意到 I r 4 - J 8 I <2 - 10- |ffl < i /4：, 
因此 ^ 是 /3 的 一个相 当好的逼近. 

更一般地，假设取序列的前/ V 项，并把它们加起来构成有理数 
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1 1 » 1 1 
,~ = G = I^ W + ." + W 

我们需要估计 h 的大¥以及~与肩有多接近. 

经求和构成~的那些分数的分母都是10的幂次，所以最小公分母是最后的那一个 

b, = 1 ' 0 W, . •. 

另外，差形如 

P ~ r N = + jq(W*2)! + iq<W43>| + •••• 


于是沒，〜的小数形式中的第一个非零数字出现在第 （N + 1)! 位，且该数字是 1. 这表明差 
芦一定小于第（況+ 1〉！位数字是2的数，即 
0 < /}- r M < 

为将它与 h .的值联系起来，注意到 

10 <K * ,)! = (10" ! )^' = 6^', 

0 < 沒了 "< 条 ：. /■ 

概括来说，对每个 / V 3= l , 我们找到了一个有理数％/6„使得 
„ ^ a N >2 2 1 1 

0 … miTa 

而且，这些有理数互不相同，因为它们的分母 h =10 w 不同. 所以 JV 3>£) 时的有理数 
是不等式 

|f 吾 

的无穷多解.证毕. □ 

现在我们已经具备了证明/3是超越数所需的两样东西. 

定理 35.4( 沒的超越性定逵 ） 刘维尔数 

# = 5忐 ^ 

是超越数. ’ .' • 

证明用反 征法. 首先假定/3是代数数，我们试图导出错误的结论.沒是代缴敗的假定 
意味着/3是整系数多项式 《 

/(■¥)= c 0 X d - - ycX' 1 + c 2 r * -2 +，...+ c t , x X + e t 
的根.令0=<^ + 1. 则刘维尔不等式告诉我们只有％限多个有理数 a / fc 满足不等式 

' | f _ + 务 

而由引理可知有无穷多个有理数满足该不等式.这个矛盾证明了 ]3不可能是一个代数数，因 


因此有 

12801 
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而 )3 必定是个超越数. 口 

刘维尔数是超越数的证明并不容易，你荟为到达了对超越数探索的终点而庆贺.但是要 
知道，我们探索到的仅仅是超越数的冰山 一角. _ 

超越理论中最优美的定理之一是由盖尔范德 （ A . 0. Gelfond 〉和施耐德 （ T . Schneider ) 在 
1934年独立证明的.他们证明了如果 a 是任意一个不等于0和1的代数数，且6是任意一个 
无理的代数数，则《/是超越数.例如，2#是超越数.令人惊奇的是，即使《和6是复数， 

盖尔范德-施耐德定理也是成立的.这样，/是超越数 e , 因为 e ” 等于（_1>乂 

现在，超越理论是数学研究中一个活跃的领域有着许多听起来无关痛痒的公开问题. 

例如，我们不知道 ir + e 是否是超越数，实际上，我们甚至不知道17 + e 是不是无理数. 

习题 - 

35.1 ( a ) 设 JV 是个正整数，但不是一个完全平方货.证明#是无理数.（小心不要证明过头.例如检_ 

査一下以确信你的证明不会得出是无理数 .） 

( b ) 设是整数， P 为素数， 证明石是无理数. 

( c ) 设/^>2和 WS 2 为整数，叙述什么时候^是个无理数，并证明之. 

35.2 设 / t , B , C 为整数且 0. 设 r ,, ; r 2 为多项式./1* 2 +8* + (：的根.说明在什么条件下 i •，和 f 2 是有理 
数.特别地，说明为什么它们要么_为有理数，要么同为无理数. 

35.3 给 出一个 3次整系数多项式，它有 
(*> 三个有理根. 

—个有理根和两个无理根 • 

< c ) 没有有理根. 

( d ) — 个3次多项式可以有两个有理根和一个无理根吗？若可以，举例 说明； 若不可以， 明之. 

35.4 求一个整_系数多项式使得及+为•是它的一个根. 

00求一个整系数多项式使得 VF + i 是它的一个根，其中 i = v ^ T . 

35. 5设 +•••+«,_,JT + C <( .是一个4次多项式，其系数 c ,， …， C , 均为整数. 

设有理数》■是 /( AT ) 的一个根. 

( a ) 证明(■事实上必定是一个整数 • 

( b ) 证明 r 必整除 C ,. _ 

35.6 利用前面的习题解决下述问题. 

(_») 求出 JT 5 -3X 3 -IX 1 - 19 AT -6 的所有有理根. 

( b > 求出；^ +63 JT * +1'3 S^ J +785 JT 2 -556 JC -4148 的所有有 理根. 

(提示： 如果一找到一个根 I ■就用■除多项式来去掉这个根的话可以减少工作 S .) 

(<:)<:取哪些整数时多 项式妒 +2 JT * -cX 3 +3 c ^ +3有有理根 .？ 

35.7 U ) 设 + c , r ( - i + C :^ i + … + C ( l - i；r + C<1 是一个 rf 次多项式，其系数 C| , ，…， 

均为整数.设有理数 >■ = 是 /( AT ) 的一个根.证明 a 必整除 q 且6必整除 


e 这里 e=2.7182S18 …是自然对数的底.埃尔米特 （Hemile) 在1873年证明了 e 是超越数.等式 （-1) —=*' •可 
从欧拉恒等式6 1 *=0»(<0 + « 11 (#)推得.令得 e 11 。-1, 再两边 -.i 次方即 得所需公式. 
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( b ) 利用 （ a ) 求出多项式 

8 a ； 7 - 10* 6 - 3^ + 24 x 4 - 30 x 3 - 33* 2 + 30^+9 

的所有有理根. 

( c ) 设 p 为 素数. 证明多项式 pf - X -1 没有有理根 • 

35.8 设 a 为代数数. 

( a ) 证明 a + 2 和冓代»数 ; 

(1 ? )证明《+|~和4"«是代数数.. 

U ) —般地，设 r 为任一有理数，证明 《 + r 和 m 是代数数. 

( d ) 证明 a + 在和在 • a 是代数数. 

( e > 更一般地，设4为整数，证明和 #•« 是代 数数. 

( f ) 试着尽可能推广该习題. 

35.9 已知 是多项式 /( AT ) =r-10A ： 2 + l 的根. 

U ) 求一个多项式 g ( AT ), 使得 /( A ：) 可分解成 /(/) =( X - a ) gU ). 

( b ) 求一个数使得对满足 I a / b-a \ 冬1和的任一有理敗《/6,_都有 I g { a / b ) \ 

( c ) 求满足不等式 

.. ， 

的所有有理数 

( d ) 如果你知道如何编程，将 1/6 5 换成 1/6 45 后重做 （ c ). 

35. 10设 

p> = % A = i W'- 

这里 A 为窠个固定的整数且 k ^ 2 . 

( a ) 证明 氏是超 越数.（如果对一般的 ft 不清楚怎么做，先试试对* = 2进行证明.注意我们已经证 
明了& = 10的情形 .） 

< b ) 证明庆是超越数. 

3 S .11 设 

= S ^!' = I 1^' 

( a ) 试用本章中的方法证明 庆是超 越数.在哪一点上证明失败了？ 

( b ) 证明爲是无理数.（提 示： 假设 ft 是有理数，设 ft = a /6, 观察整除6的2的最高幂次 •） 你可 
能已经认出了这个有名的数 ) S 3 = e =2.7182818 v . 结果是 e 确实是个超越数，但直到刘维尔的 
结果出来33年后，埃尔米特才证明了《的超越性. 

( c > 试用本章中的方法证明札是超越数.在哪一点上证明失败了？ 

( d ) 证明氏 不是次数不超过9 的整 系数多项式 的根. 

35.12 设 a = 是写成最简形式的有理数. 

( a ) 证明恰有一个有理数 a /6 满足不等式 

r I a /6 - a I < l / sb , 

( b ) 证明不等式 I a /6 -a I =1 A 6 对无穷多个不同的有理数 rt /6 成立. 
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35.13 (a) 证明 1/86 2 < \ a/b- yiO I对每个有理数 a/6 成立. 

(b) 利用心 I) 求出满足 I a/b r /m\ 名 w 的所有有理数 

35. 14 (a) 如果/V不是完^平女数 k ，求尺 的一«体的值，使不等式 K/b 1 < I a/b-/N) 对每个有理数 a/6 

都成立 • 的值依赖于/V,但与义 6 无关 •） 

(1>)利用 U) 求出满足下述各个不等式的所有有理数 a/b： 

(0 I a/b -V7 I 霉 1/6 3 
(ii) I a/b -V5 I ^l/6 8/3 

fi(c) 编一个计算机程序，输人三个数 （AT n C, e) 后输出满足丨 a/b-/N\ 霉 C/6 •的所有有理数 

程序要验证 W 是个正整‘数且 C>0 和 e>2. (如果*<2,程序在使用时会显示不能看到所有的 
解，因为有无穷多 个！） 利角葙序求出下述不等式的所有有理解 a/b： 

(i) I a/b - ^573 I ^\/b y ' 

(ii) I a/b - /I9 I 

(ui) I a/b -^6 I (8/6 2 ‘ s ' 

(对 （Hi), 如果想.直接计算，就需要一个速度中.等的计算机 •） 

35. 15判断下述各数中哪些是代数数，哪些是超越数，并说明理由.可以应用 it 是超越数的事实，也可 
以使用盖尔范德-施耐德定理，它表明若 a 是不等于0和1的代数数，6是无理数，则/是超越数. 
(提 示： 下述数中有一个数的答案是不知道的 .> 

(a)v5 C * #<ir> (b)v5 VT (c)(t&mr/4)^ (d)ir 17 

(e)/iT (Oir* (g)co 9 (ir/5) (h>2— … 

35.16 ，个（实）数的集合 s 称为是良年的，如果 S 的每个子集都有单 小元. （S 的子集 r 有最小元指存在 
以7使得对每个6€7\ 都有《矣6.) 

( a ) 利用没有整数严格位于 0 和 1 之间这一事实证明非负 k 数集是良序的. 

(b) 通过写出一个具体的没有最小元的子集证明非负有理敎集不是良序的. 
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第 36 章二项式系数与帕斯卡三角形 

我们以/» + S 的幂次的一个简短列表作为本章的开始. 

(A+B ) 0 = 1 ' 

(A+B)' = A +B 

(A+B ) 2 = A 1 + 2 AB+B 2 

(A+B ) 3 = A 3 + 3 A 2 B + 3 AB 2 +fi 3 
(A+B ) 4 = A 4 + 4 A } B + 6 A 2 B 2 + 4 A 0 3 + B* 

有许多美妙的模式隐藏在这个列表中，有的很明显，而有的非常难以捉摸.在进一步阅读之 
前，你应该花几分钟独自寻找一些模式. .. 

在这一章中，我们看看 (/ t + flr 展开之后会怎样.很显然，由上面的例子得到形如 

(A + B )* =[ \A"- + \ lA -' g-f I I A- 2 B z + □ A"- 3 B 3 +〜• 

+ [~j A 2 B "- 2 + □ AB"-' + □ B" 

的展开式，其中空的方框中需要填上某些整数. 

显然，第一个和最后一个方框中应填1.根据例子，第二个和倒数第二个方框中应填 
不幸的是，其他方框中应填什么一点都不 清楚. 但缺乏了解并不妨碍我们_这些数取名■出 
现在 (>4 + sr 的展开式中的整数称为二項式系数，因为 a + b 是个二项式 i (即由两项构成的 
量），且当对二项式 / J + B 取幂次时，.我们研究的这些数 q 系数的形式出现.二项式系数有 
各种不同的记号被普遍使用我们采用记号 

M + sr 中项的系数. 

于是，利用二项式系数的记号， （4+ sr 的展开式形如 

D 叫:)叫 2 >，，+… 

为研究二项式系数，将它们排成一个三角形比较方便，三角形的第 n 行包含了在 (4+ sr 的 
展开式中出现的二项式系数.这样排成的三角形称为帕 斯卡三角形， 帕斯卡 （Blaise Pascal ) 
是17世纪法国数学家和自然哲学家 • 


e 二项式系败也叫组合教，记作 cn . 
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M + B )。： (?) 

(“ s ) ■: ( i ) (!) 

(一、 (?) ( 5 ) (l) 

(?) (?), (1) (I) , 

(“ 吖：（含 ） (?) ( 2 ) (i) (t) 

帕斯卡三角形的前五行 

可以根据出现在本章开头的列表填人数值， 

(A+B) 9 ■: 1 

(A + B ) 1 ： 1 1 

(A+B) 1 -. 1.21 

(,4+ B ) 3 : 13 3 1 

(A+By： 1 4 .6. 4 I 

如何写出帕斯卡三角形的下一行呢？ 一种方法是简单地乘出 M + S ) s 并记下系数.另一 
种更简便的方法是利用已知的 （A + B ) 4 的展开式并将它乘以4 + B 得到 （A + B ) 5 . 这样 
{A + B)* A* + 44 3 fi + 6/ l J J ? 2 + UB 3 + B* 

x A ^ B _ x _ A ^ B 

(A + B) s >1 4 B + 4A 3 B 2 + 6A 2 B 3 + 4AB 4 + B s " ~~ 

_ A" + 4A*B_ + 6A^B 2 + 4A 2 B^ + AB* _ 

A s + 5A 4 B. + 10A 3 B 2 + 10A 2 B 3 + 5AB 4 + B s 


因此帕斯卡三角形的卞一行是 


10 10 


可以利用这个简单的想法，即 

(A + B)* +, = (A + B) • (/I + S)*, 

来推导出关于二项式系数的一个基本关系式.如果像前面一样用去乘 （/ l + fl )", 结果 
等于 (4 + S )» 41 , 我们发现， 

(oK + (?K" B + … + ( 二 }w + (， 

' _ x _^_ A + B 

( SK B + (? K - ,fi2 ■ + + 0^ 1 


(SK 1 + (iK b +( 少.， + … + W • 

( n 《 i)i4" +l + + ( n {i)n 2 + … + 


于是 
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一般地，我们得到下面的基本公式 • 

定理 36.1( 二项式系数的加法公式）设《3^»0为整数，则 

(二 w:)=m. 

这个加法公式描述了帕斯卡三角形的一个非常好的 性质： 三角形中的每个值都等于它上 
_面的两个值的和.例如，前面找到的帕斯卡三角形的 n =5那一行是 



于是=6这一行可以通过将 n= 5 那一行中的相邻数相加来计算，像下面 那样： 
tn = 5] 1 5 10 10 5 1 

/ \V W W W \V \ 

{n = 6] 1 6 15 20 15 6 1 

这表明 

(A + B) 6 ^ A 6 + 6A S B + ISA*B 2 + 204’fl 3 + 15" + 6AB 5 + B 6 , 

根本不必做任何代数运算！下面是说明二项式系数加法公式的帕斯卡三角形的一张图表 • 


[n = 0] 



[n = 3 】 13 3 1 

/ W W W \ 

[n-4] 1 4 6 4 1 

/ \V W W W \ 

[n = 5] 15 10 10 5 1 

/ \V W W W V/ \ 

[n = 6] 1 6 15 20 15 6 1 

/ V/ \V W \ + / W \V \ 

帕斯卡三角形说明 o + ® = ct 1 ) 

我们的下一个任务是导出关于二项式系数的一个完全不同类型的公式.它说明了一个在 
现代数学的发展中时常出现的简单但非常有用的 方法. 在任何时候用两种不同的方法计算同 
一个量，比较所得的结果都会得到有趣、有用的东西 • 

为了求得二项戎系数的新的公式，考虑当乘出 
12891 M +B)* = (A + B)(/4 + B)(A + B)-(A +B)(A + B) 

时会怎样.先看特殊情形 
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(A + B) 3 = (4 + B)(A + B)(A + B). 

这个乘积由一些项构成，这些项是这样形 成的： 从第一个因式中选择/ I 或再从第二个因 
式中选择4或 fi , 最后从第三个因式中选择/ I 或 R 这样就给出了所有的8项.这些项中有 
几项等于得到/的唯一方法是从每个因式中选择七故只有 一种方 法得到 
接着考虑得到的方法数.可以用以下方法得到 A 2 B ： 

• 从第一和第二个因式中选从第三个因式中选 S , 

(A + B)(A + B)(A + B)| 

• 从第一和第三个因式中选/ I ,从第二个因式中选 fi , 

(A +B)(A +B)(A +B), 

• 从第二和第三个因式中选 / l , 从第一个因式中选 B , 

(A + B)(A + B)(A +B). 

我们通过着重指出和 S 在每种情形中的使用说明了这三种可 能性. 这表明 M + S ) 3 中 
的系数为3,因此二项式系数等于 3. 

现在，将这个讨论一般化，计算在乘积 

_ •个 p 子 _ 

(A +B)(A + B)(A +B)-(A +B)(A + B) 

中得到的不同的方法数.从任意*个因式中选取/!,再从剩下的/个因式中选取 S 
就可得所以需要计算选择 A 个因式的方法数.我们每次选一个. 

第一个因式有/»种选择. 一 旦选定，第二个因式便从剩下的 n -1 个因式中选.选定这 
两个因式后，第三个因式就从剩下的《-2个因式中选，如此下去.于是，从《个因式中选_ 
出 A 个因式有 


n(n - 1)(» - 2)•••(«- ft + 1 ) 

种方法. 

不幸的是，我们重复计算了得到 4 的方法数，因为是在特定的顺序下作出选择的. 
为说明这个问题，我们回到《 =3的例子.这时得到的一种方法是从第一和第三个因式 
中选取/»，但对这种选择算了两次，因为一次是作为 

“第一次选第一个因式，接着选第三个因式” 

1 来计数的，第二次是作为 

1 “第一次选第三个因式，接着选第一个因式” 

i 来计数的.这样， （ vi + sr 中项 / tv — 1 的真正个数是 

n(n - 1 ) (n - 2)-..(n - A + 1 ) 

除以我们作出选择时采用的不同顺序的个数.记住我们选了 A 次，故这些选择的不同顺序的 
个数为 A !, 因为可以把 A 个因式中的任何一个放在第一个，然后把剩下的 &-1 个因式中的 
任意一个放在第二个，等等.因此，在乘积中得到，的方法数等于 
n(n - 1 ) (n - 2) - k + 1) 

• 
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当然，它正好是二项式系数 m 于是我们证明 了著名 的二项式定理 • 
定理 36.2( 二项式定理）展开式， I 

㈣ ，叫 ;) 叫^ 

中的二项式系数如下 确定： • 


0 


n(n - l)U-2)“.（n + 1) 


证明我们已经完成了第一个等式的证明.要证明第二个等式，只需让第一个分式的分 
子和分母同乘以因子 （ n - fc >!, 即得 

n(n - 1 ) (n - 2) •••(n - A; 十 1 ) (n - k) ! n\ 门 

‘• (n-k)\ = k\(n-k)\' U 

例如， （/1+ 5 ) 7 中，炉的系数等于 

(1\ 7 - 6-5 210 

( 3 ) = 3 ! 

再举个例子，中， B 11 的系数为 


= 35. 




19 • 18 • 17 • 16 - 15 - 14 - 13 • 12 • 11 • 10 • 9 


11 ! 


3 016 991 577 600 
:~39 916 800~ 

：75 582.. 


当然，如果 & 大于 f , 就像上面最后这个例子，先应用 二项式系数对称公式 

…， (：) = (/-,) 

会简单些.对称公式只是说明 k ㈠ + P )" 展开后和有相同的系数.这显然是 
对的，因为/ I 和 S 没有任何区别.利用对称公式，可以计算 


19 • 18 • 17 • 16 • 15 • 14 • 13 - 12 


3 047 466 240 


二项式系数模 

如果让二项式系数模简化（其中 P 沩素数 h 会发生什么？以下是帕斯卡三角形模5和 
模7后的前 几行. . : ' 
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1 2 1 

13 3 1 

14 14 1 

10 0 0 0 1 

1 0 0 0 1 ; 

2 10 0 12 

帕斯卡三角形 “ s ' 


1 2 1 
13 3 1 

1 4 6 4 J 

1 5 3 3 5 1 

6 16 16: 
0 0 0 0 0 0 

帕斯卡三角形横7 


注意，帕斯卡三角形模5后 n =5 的那一行是100001,类似地，帕斯卡三角形模7后 n =7 的 
那一行是 10000001. 这意味着时模 P 应该等于 0. 这一点很容易证明，并且 

它给出了二项式定理模/»的一个梃其简单的形式 . ' 

定理 36.3( 模/ > 二项式定理） 设 p 为素数. 

( a ) 二项式系数同余于 •， 

/ p \ |0 (mod p ) 、若 1 < A ; < p - 1, 

' kl ll (mod p ) 若各 = 0 或 / p = p . 

( b ) 对任意数 ^ 有 

(A + B) p s A p + B p (mod p ). 

证明 （ a ) fc = o 或时， =1. ，因此有意义的问题是介于 1 和 p -1 之间时会怎 

样.先看个特例，如试试看是怎样的.这个二项式系数的公式是 _ 

Q _ 7 • 6 • 5 • 4 • 3 - 

= 5 - 4.3 ‘2 • 1. 

注意数7出现在分子中而分母中没有7可以与分子中的）约去.于是7整除即模7 
余 0. 

这个想法完全适用于一般的情形.二项式系数等于 

_ /> • (p - 1) • (p ~ 2) —(p - A ; + 1) 

U / " k • (k - \) • (k - 2)-2 • 1 • 

于是的分子中有一个 p (若* >1), 而分‘中没有 P 可以将它约去（若因此 
被 P 整除，从而模 P 余 0. 

你能看出来在哪儿用到了 P 为素数这一点‘吗？若它不是素数，则有可能分母上某个较小 
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的数可以约去部分或全部的 P. 这样，证明对合数就不成立了.换言之，对合数 n, 我们还 
_没有证明赛 O ( m 0 dn ). 你认为这个更一般的命题成立吗？ p 
(1>)由二项式定理及 ( a ), 容易计算 

(a + By- =.(2)4，+ (:)n + (!) w + …+ 

, ； (/! 2 K^ + (p-,'K , + (^ 

S 1 • /1 , + 0 • A P ' X B +0 ' A p l B 2 + •••.+ 

0 - A 1 B , ' 1 + 0, - AB p i + 1, • B^mod p) 

^A p + B l> (mod p). □ 

公式 

(A + By = A" + B r (mod p) 

是数论中所有最重要的公式之 一• 它表明一个和的 P 次幂同余于/次幂的和.利用这个公式 
我们可以给出费马小定理的一个新的证明.你可以将这个证明与第9章中给出的证明进行比 
较.每个证明都揭示了这个基本公式的不同方面.你最喜欢哪个？ 

定理 36.4( 费马小定理）设 j ? 为素数， a 为满足 a _0( modf ) 的任一数，则 
a 1 "' 1 = 1( mod p ). ,, 

归纳证明先用归纳法证明公式 

a p = a(mod p) 

对所有数 a 都成立. 显然上式对《=0成立.接下来假设上式对某个特定的值 a 成立，则 
(a +1) <, ^ a p + -l^modp) 对4 t a 和 S = i 应用模/> 二项式定理， 

=a + l ( mod />) 由归纳假设 〆 s a ( mo d /»>. 

这就完成了公式 - 

12941 a r = a ( mod . p ) 

的归纳证明.这意味着 p 整除 Y -«», 因‘此 

P 整除 1 -1). 

因为由假设 P 不整除 h 故可得 •' ‘ 

a pw, = 1 (mod p ) , 

这就完成了费马小定理的证明. ： □ 

习题 f 

36 . 1 计算下述各二项式系数. 

0-(0 O ⑷ Q 

36 . 2 利用公式 ( 0 % 证明加法公式 


二项式系教与 柏斯卡 三角形 
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36.3 如果将帕斯卡三角形中的一行相加 

得到的值为多少？计算出几个值，提出一个猜想，并证明你的猜想是对的. 

36.4 '如果用公式 

( n \ n(n -!)(» - 2 ') •••(ri - A + 3 ) 

U” *! ~ 

定义二项式系数那么:只要 •* 为非负 楂数， 二项式系数对任意的 n 都有意义. 

.(<求出(的闻化公式，并证明它是正确的. 

(b) 求出(•胃的公式，并证明它是正确的. 

36. S 本题以一些微积分的知识为前提.若 n 为正®数，则在 （4+B)* 的公式中取4=1, B=* 得 

( 1+ -” = UHh( 2 n K + ( 3 B )“ •••{:，+ (:)， 

在上一道习题中我们注意到，即使 n 不是正整数，二项式系数仍有意义.假定 n 不是正整数， 
证明当*满足丨*丨<1时无穷序列 

(o) + ( ： h< 2 B K + (3 B K + - 

收敛到 （1 •^广 

36.6 我们证明了如果/>为素数且则二项式系数被 p 整除. 

(a) 找一个例子使〜 A 发整数，且1矣 krt-l, 但 ID 不被 /r 整除. 

(b) 对每个合数 n=4, 6, 8, 10, 12和14,计算 f ^模 n( 1霉 kn - 1 ), 指出哪些模 ii 为 0. 

(c) 根据 (b) 中的数据猜想什么时候二璜式系敎( D 被 n 整除. 

(d) 证明 （c) 中所做的猜想是正确的. 

36.7 (a > 选定一些素数/>和整数计算 

(卩： 1 )…。—) 

的值，并对它的憧^一猜想.证明你的猜想是正确的. 

(b) 对 

( P : 2 )( m0dp > 

的值求出一个类似的公式. 

3<».8我们证明了 M +^(modp). 

(a) 将这个结果推广到； i 个数的和的情形，即证明. 

(i4, + A 2 + A 3 + … + /l B )，■ + AJ + i4J + ••• + 4:(mod p). 

<b) 对应的乘法公式 

(i4, • A 2 • A 3 -A H ) f ■ A 卜 il; • <4; … «mod />) 

成立吗？证明该公式成立，或举出一个反例. 
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.图 37.1 斐波那契兔子（每个 兔子® 像代*一对兔.子） . 

图 37.1 列出了前几个月兔子的繁殖情况，图中的每个兔子图镡部代表一对 舞于. 加果令 
/•,=/» 个月后兔子的对数， 

并且如果记住每个月幼兔都会长大而每个月长大的兔子又会生下一对新的幼兔，我们斡可以 
计算出每个月兔子的对数（幼兔和成年兔），于是 C =1( 一对幼兔）， F 2 =1( —对成年兔）， 
12971 =2( —对成年兔加上一对新的幼兔 ），&=?, ('两对成，兔加上一对新.的幼兔），如此继续 

下去，就会得到 

F , =0对成年兔+ 1对幼兔=1对 
心=1 对成年兔+0对幼兔=1对 , 

F,=l 对成年兔+ 1对幼兔= 2对 
R =2对成年兔+ 1.对幼兔=3对 -• 

F s =3对成年兔+2对幼兔=5对 
F e =5 对成年兔+3对幼兔=8.对 
尽=8对成年兔+5对幼兔=13对 - 


第37章斐波那契兔子问题与线性递归序列 

1202年，比萨的莱奥纳多 （ Leonardo of Pisa , 也 W 乗奥 纳多.斐波那 契 （Leonardo 
Fibonacci ) 闻名于世）出版了俾的《珠算原理 》 （Liber Abbaci ) ,这是实用数学方面一本有深远 
影响的书.在这本书中，莱奥纳多将优美的印度/阿拉伯数字系统（数字1, 2,…，9和符号 
0>介绍给了欧洲人，这之前欧洲人一直在用罗马数字费力地做着计算莱奥纳多的书也包 
含下面这个奇怪的兔子问题. , 

第一个月，有一对幼兔.一个月后它们长大了.下1 二个月'，这对长大的，兔子 i 下 
了一对幼兔，于是现在有一对长大的兔子和一对幼兔._此后的每一个每一对长大 
的兔子都会生下一对幼兔，每一对幼兔都会长大.到年底一共会有多少对兔子？ 
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F »=13 对成年兔+8对幼兔=21对 
/ =■,= 21对成年兔+ 13对幼兔=34对 
F , 0 =34对成年兔+21对幼兔=55对 
F tl =55对成年兔+ 34 对幼兔=的对 
F i2 =89对成年兔+55对幼兔= 14 f 对 
f 13 =14 4 对成年兔+抑对幼兔=? 33 对 • 

这就回答了斐波那契的问题.在这年的年底（第12个月过完）共有？3?对兔子.由斐波那契_ 
兔子问题产生的 斐波那契序列 

' 1，1, 2.，3, 5, 8，13, 21，•… ， 

引起了人们的兴趣 e , 从13世纪持续到今天. 

假设我们想列出第12个月后面的斐 波那契《数厂.看看 上面的列表，就会明白每个斐波 
那契数只是它前面两个斐波那荚数的和.表示成公式为 

F, = F.- t + F.-2 - 

注意，这不是真正的 ^的 公式， 因为它没有直接给出厂的值， 而是给 出了一个如何由前面 
的斐波那契数计算第 n 个斐波那契数的规则.这种规则的数学名称 是递归或递归公式. 

利用^ 的递归公式可以得到厂值的表. 



斐波那契数 i% 


斐波那契数看起来增长得非 常快. 事实上，第 31 个斐波那契数已经大于一百万了， 

F „ = 1 346 269； 12991 

45 个月后（少于 4 年）， 

F ts = 1 134 903 170, 

我们有超过十亿对兔子！下面来看看斐波那契数到第200个之前会变得 多大： 


0甚至有本杂志斐波那契季刊：>,它创办于1962年，致力于研究*波那契数列及其推广. 
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= 1 548 008 755 920 , 

F lt =\ 304 969 544 928 657 • , 

F „ = 1 100 087 778 366 101.931 
F m = 1 500 520 536 206 896 083 111 , 

f 117 = 1 264 937 032 042 997 393 488 322 
F l} , = 1 066 340 417 491 710 595 814 572 169 
F l4i =1 454 489 111 232 772 683 678 306 641 953 
F, u = 1 226 132 595 394 188 293 000 174 702 095 995 
= 1 033 628 323 428 189 498 226 463 595 560 281 832 
F „, = 1 409 869 790 947 669 143 312 035 591 975 596 518 914. 

数论几乎全都是关于模式的，但怎样才有可能在增长如此迅速的数中•找到一种模式呢？ 
我们能做的去发现究竟斐波那契数增长得有多快.例如，每个斐波那契数比它的前一个数 
大多少？这可以用比，来衡量，因此我们计算了前面几个值. 


F ^/ F 2 = 2. 000 00 

F u^ F to - 

1.618 18 

F - 4 / F 3 = i . 500 00 

= 

1.617 97 

F 5 / F 4 = 1.666 66 

F ^ F n = 

1.618 05 

F 6 / F 5 = 1.600 00 

尸 13 = 

1.61802 

F 1 / F 6 = 1.625 00 

F 15 /F 14 = 

1.618 03 

F % / F n = 1. 615 38 

F lt / F ls = 

1.618 03 

F 9 / F t = 1.619 04 

尸 16 = 

1. 618 03 

F l 0 / F 9 = 1.617 64 

= 

1.618 03 


看上去比值，越来越接近于某个 1.618 03 左右的数.要确切地猜出这个数非常困难， 
所以我们来看看能不能把它算出来. 

最后这张图表暗示匕近似等于其中 a 是某个固定的数，我们不知道它的值. 
于是可记 

F . =* a^.-i. 

其中“《 ”号表示“ 近似等 于”.同理， 

F .-, * «^.-2 . 

将它代人^~«匕_，可得 

F . « aF ,., « 

因此我们猜，想由斐波那契递归公式 . +匕. 2 可得 
af.-i *= + F.-i- 

上式除以 F „_ 2 并把所有的项移到一边得到方程 

<* 2 - a - 1 = 0 . 

我们知道如何求解像这样的 方程： 利用二次求根公式. 

a = 或 
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我们在寻«的值，似乎运气非常好，找到了两个！这两个值都满足方程+ 因此 
对任意的它们都满足方程 

. a " = a *" 1 + o °" 2 . 

这看起来很像斐波那契递归公式尺换言.之，如果对上面列出的两个 a 值之一 
令 （?„=<!!’， 则 G, sGm+G„_J. 

事实上，如果同时利用两个值 

和 《,=¥， 


并令 


H n = C l^l + C 2<^2 f 

我们能得到更好的结果.于是’‘ 

+ f^n-2 +c 2 aO + (c,a；- 2 +c 2 0 

= c,(«r ， + «r 2 ) + c 2 (al~ l + a 2 ~i ) 


= c,aj + c 2 a.2 


因此圮 满足和斐波那契序列一样的递归公式，我们可以自由地选取想要的和 C 2 的值. 

现在的想法是选取和《: 2 使得札序列和斐波那契序列有相同的初 始项. 换言之，我们 
想选取 C , 和 C 2 使得 " 

H , = F \ =1 且 ff 2 = F 2 = 1. 

这意味着需要求解 

c , a , + c 2 a 2 =1 和 c,aj + e 2 aj = 1. 

(记住 ot , 和《 2 是特定的值 .） 这两个方程很容 易解. 例如，第二个方程减去第一个方程的《 2 
倍可得 




从而 C { = 


1 - 0^2 
°\ - «1«2 


将《, =1^和《 2 =1^代人最后一个奉达式可以求出它的值.但还是巧妙一点，利用公 

式 a , + « 2 = 1和 a , - a 2 = V ?来计算比 较好. 根据这两个公式， 

1 - a 2 = a , 且 qj - a,aj = a , («, - a 2 ) = a , -/5, 

于是 



类似地，计算得的值 

_ 1 ~ g | _ Oi _丄 

Ci ~ Oj - «ja, a 2 ( a 2 -£*i) ~ 75 ' 

我们的计算最终导致下面这「个优美的斐波那契序列通项公式 • 它以比内 （ Binet ) 命名，比内 
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在1843年发表了这个公式，.尽管100多年前这个公式已为欧拉和伯努利 （Daniel Bernoulli ) 
所知. 

定理 37.1( 比内公式）斐波那契序列代用递归公式描述 如下： 

F , = Jf 2 » 1, F , = F ,_, F „. t , it = 3,4,5,—. 

则斐波那契序列的第項可用公式 

-(¥)，} 

13021给出. 

证明对每个数 n = l , 2, 3 ，… ，令 

我们将归纳 证明： 对每个数 " 都有圮 
首先验证 

^ ㈣ )- m » 士心 1 

且 

-気 “2# '6 -275|^ ±.1^ = !. 

这说明//, ，且 &=&• 

假设 n &3 且对每个介于1和 / t -1 之间的数 i ' 都有4=心特别地， W -, 
//„. 2 = f „_ 2 . 需要证明扎=匕.我们已经验证了 

H. = «... + ff.-z ， 

又由斐波那契序列的定义知 

因此有 //,=&• 这就完成了对每个"都有札=厂的归纳证明 • 口 

历史插曲数 

1 = 1.618 03- 


被古希腊人称作黄金比（或神賜的比例），他们 
把美感归功于黄 金比. 例如，有人认为巴台农 
神庙（图 37.2) 的外观尺寸是按照黄金比来设计 
的.这是一个边为黄金比的小矩形这是一 
个大一点的矩形 I ~~ 1- 你发现这些矩形的比例 
_令眼睛特别舒服了吗？ 



图 37.2 巴台农神庙 
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斐波那契序列是线性递归序列的一个例 子,. 这里的钱性是指序列的第 A 项是前面几项的 
线性组合.下面是其他一些线性递归序列的 例子： 

A„ = 3A„., + 10A.. 2 A, = 1 A, =3 

B, = 2S„., - 4B n . z B, =0 B 2 =-2 

c. = 4 C .., - C n . 2 - 6 C..J c , = 0 C 2 = 0 e 3 = 1 

用以导出关于第 n 个斐波那契数的比内公式的方法经过必要的调整 0 可用来寻求任一线性递 
归序列的第 n 项的公式.当然，并非所有的递晬序列都是线择的.下面是一些非线性递归序 
列的 例子： 

D, * -0„-i + P\-i D, = 1 2) 2 = 1 ' 

+ ^.-3 £, =. r £ j . = 2 = 1 

一般来讲，非线性递归序列的第 n 项没有简单的表达式.这并不#味着非线性递归序列没％ 
意思（恰恰相反），但表明对它们的分析比对线性递归序列要难得多 • 

斐波那契序列模 m 


如果对斐波那契序列士的数模肌简化会怎样呢？ 于只有有限多个模 m 不同的数，故 
模 m 后的值不会变得越来越大.和往常一样，先计算一些例子. 

下面是对最初几个 m 值斐波那契序列模 m 后的情形. 


F B (mod 2) 

1, 

1, o , 

1, 

1， 

0, 

1， 1， 0, 

l , 

1， 

0“ 



/^( mod 3) 

1, 

1, 2, 

0, 

2, 

2, 

1， 0, 


2, 

0, 

2, 

2, … 

匕 (mod 4) 

1, 

1, 2, 

3, 

1， 

0, 

U 1, 2, 

3, 

1, 

0, 

1, 

1, 2." . 

F „( ino 4 5) 

1， 

h 2 . 

3, 

0, 

3, 

3, 1, 4, 

o . 

4- 

4, 

3, 

2, 0, 2, 2, 4, 1， 0, 1， 1, 2 … 

F„(mad 6) 

1, 

1, 2, 

3, 

5, 

2, 

1, 3, 4, 

1, 

5, 

0, 

5, 

5, 4, 3, 1, 4, 5, 3, 2, 5, 1, 0, 


1. 

1， 2, 

3» 










I » » 

注意在每一种情形下斐波那契数列最后都开始循环.换言之，当计算斐波5卩契序列模 m 时， 
最后总会发现两个连续的1出现，然后序列开始循环.（我们将这种情况总会发生的证明留 
作习题 .） 于是，存在整数 yv & i 使得 

F 一在 F„(mod m ) 对所有的 n = 1,2,-. 

最小的这样的整数 /V 叫做斐 波那契序列模 m 的周期， 记为 AKm ). _前面的例子可得如下 
简表： - •, 


~ - 1 


3 

4 

5 

6. 

Nin) 

3. 1 

8 

6 

20. 

24 


斐波那契序列模 m 的周期呈现出许多有趣的模式，但这个表格太短了，不能用来提出 
猜想. m =£ lOO 时的周期 iV ( m ) 列在表 37. 1( 第201页）中.习题 37. 11 -37. 14要求利用这个 


@相应的拉丁术语为 muuuU imitarnii *, 意指*要的相对 较小. 
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列表找出模式，提出猜想并证明你的 （一些 .) 猜想是芷 确钠. 

习题 

37.1 ( a ) 观察斐波那契数表，对各种 m 和/ I 的取值比较^和厂„的值.试找出一种关系.（提 示： 寻找整 

除关系 •） w 、 

( b ) 证明 （ a ) 中找郅的关系 成立. 

( c ) 若 gcd ( m , 10 = 1 ,试找出关于的更強的关系. 

( d ) 若 gcd ( m , （ c ) 中找到的关系还成立吗？‘ 

( e ) 证明 U ) 中找到的关系. 

[3051 37.2 ( a ) 尽可能多地找出斐波那契平 方数. 你认为有有限多个还是无限多个斐波那契平方数？ 

( b ) 尽可能多地找出斐波那契三 角数. 你认为有有 限多个 还是无，限多个斐波那契三角数？ 

37.3 ( a ) 列出畢赛数的斐波那契数. • 

( b ) 利用你的数据填空来作一个有趣的 猜想： 、 

若为素数，则 n l … I . 

(提 示： 事实上，你的猜想应当是一个有一个例外的正确命题 .） 1 V 

( cMW 中的猜想反过来成立吗？即下述命题是否为真，其中的空和 （ b ) 中一样 • 

若 糾 I ， 则 F n 为素数. 

(<0证明 （ b ) 中的猜想是正确的. 

37.4 卢卡斯序列 中的数 心 这样 给出： I , =1, 4=3, 

( a 〉 写出卢卡斯序列的前10 项. 1 

( b ) 求一个&的简单公式•，类似于斐波郝契数厂.的比内公式. ' 

<<0对每个1矣 W 10 计算的值.对这个值作一猜想并证明其正 确性： ■ 

( d ) 证明对所有的 ir , ，和心都是偶数.连同卜）中发现的公式， 求数对 (+1, 满足的一 

个有趣的等式.将你的窖案与第30和32章的内容联系起来 • 

37.5 写出下述各线性递归序列的前几项，找出类似于 第 / r 个斐波那契数的比内公式的通项公式.必须对 
前几个值验证公式的 正确也 '' 


(a)A.=,3A._, 

【德-1 

岑 =1 

s3 



B { =0 

B 2 = -2 

(c)C.=4C.. 

1 - 6 C »-3 

C t =0 

C 2 =0 


(提示： （ b ) 要用到复数 •（ c > 中三次多项式有小的整数根 •） ( 、 

37.6 设 P n S 如下定义的线性递归 序列： ^ L 

P . = 十4匕_ 2 -4/ V ” P , = 1， P 2 =9, P , = 1. 

( a 〉 写出的前10项. 

( b ) 这个序列表现得奇 fe 吗？ 

U ) 求一个类似 f 比内公式的 P , 的公式.你求出的的公式解释了在 （ b ) 中注意到的 P fl 的奇特性 
[3061 了吗？ 

37.7 (这个问题需婪一些基本的撖积分知识 .） 

( a 〉 求极限 

..log(^) 

lim - . 



变波那契兔子问題与线性速归序列 


201 


这里圪是第 n 个斐波那契数. 、 

(b) 求£=(1%(人>)//»，其中炎为习题 37. 5(a) 中的序列. 

(c) 求 jj(l 0 g( I仏I ))/», .其中圪为习.题 37. 5Xb) 中的序列. 

(幻求$(10 8 ((^)/«,其中 (；• 为习题 37.5(c) 中的序列. 

37.8 写出下3^各非线性递归序列的前几项.你能求得第 n 项的简单公式吗？在列出的项中，你能找到一 

些模式吗？ • 

(a) Z? n =D B . 1+ Z)L 2 ^,-1 D^\ 

(b) £. + ^_3 尽=1 £ 2 =2 E , f \ ， 

37.9 我们已经说过，斐波那契序列模 m, 后最终总会从.两个连续的1开始循环；但没有对其证明.你认为 

这是显然的.吗？如 果是， 为什么？如果不是，证明这个结论珙立或举电，一个反例. 

37. 10令 N = iV(m) 为斐波那契序列模 m 的周期 • 

(a) 心模 m 等于多少？ /，模 m 等于多少？ 

<b> 对一些 m, 按逆序写出斐波那契序列模 m 的值： 

F N-i ， Ufi-i , t ' t r F 3t F 2 ,F l (mod m), 

并从中寻找模式.（提 示:，如果 某些槙 m 后的值取在 -m 和 -1 之间而不是1和 m 之间，那么 
模式会比较明显 .） 

(<0证明0>)中找出的模式的正确性. 

37. 11表3 7 . 1中的数据显示，如果 m 多 3 ,则斐波那矣序列模 m 的周期 7V(m) 总*偶数.证明这个结论正 
确或举出反例. ‘ 


表 37.1 •斐波那契序列槙 m 的周期 A/(mJ 


W 

N(,m) 

m 

N(m) 

m； 

N(m) 

.!» 


TO 

N(m) 

1 

r- 

f 21 

16 

41 

40 

6 息 

60 

81 

216 

2 

3 

22 

30 

, 42 

48 

62 

30 

82 

120 

3 

8 

23 

48 

43 

88 

63 

48 

83 

168 

4 

- 6 [ 

24 

24 

44 

加 

64 

96 

84 

48 

5 

20 

25 

100 

■ 45 

120 

65 

140 

85 

180 

6 

24 

26 

84 

46 

48 

66 

120 

86 

264 

7 

16 

27 

72 

47 

32 

6? 

136 

87 

56 

8 

12 

• 28 

48 

48 

24 

68 

- 36 

88 

60 

9 

24 

29 

14 

49 

112 

69 

48 

89 

44 

10 

60 

30 

120 

50 

300 

70 

240 

90 

120 

11 

10 

31 

30 

51 

_ 72 

71 

70 

穿 1 

112 

12 

24 

32 

48 

52 

84 

72 

24 

92 

48 

13 

28 

33 

40 

53 

108 

73 

148 

93 

J20 

14 1 

48 

34 

36 

54 

72 

74 

228 

94 

96 

15 | 

40 

35 

80 

55 

20 

75 

200 

95 

180 

16 1 

.24 

• 36 

24 

56 

48 

76 , 

18 

96 

48 

17 

36 

37 

76 

57 

72. 

77 

80 • 

97 | 

196 

18 1 

24 

38 

18 

58 

42 

78 

168 

98 

336 

19 | 

18 

39 

56 

59 

58 

79 

78 

99 

120 

20 

60 

40 

60 

60 

120 

80 

120 

100 

300 


37.12 令 7 V ( m ) 为斐波那契序列模 m 的周期. 













U ) 利用表 37.1, 对各种％， m 2 的值，尤其是 gcdU ,， m 2 > = 1时，比较叭叫> , iV ( % ) 和 
^(^，^^的值- 

( b ) 当 m " m 2 满足 gccKni , , m 2 ) =1时提出一个关•于 ) , AK » n 2 ) 和汉 （ m i w 2) 的猜想. 

( c ) 根据你在 00 中的猜想推测 AT (5184) 和 AT (6887) 的值. （提 .示： 6887=71 * 97,) 

( d ) 证明 （ b ) 中的猜想#正确的. 

37.13 令 AKm ) 为斐波那契序列模 m 的周期. 

( a ) 利用表 37. 1，对各素数 p 比较 W ( P ) 和 N ( p 2 ) 的值. 

( b ) 当 P 为素数时提出一个关于 iV ( p ) 和 ~( p 2 ) 的值的猜想. ' 

( c ) 更一般地，提出一个关于汉(/>)和所有更髙寒次況 ( p 2 ), / V (> s ), iV (/), …的值的 猜想. ， 

( d ) 根据 （ b ) 和 （ c ) 中的猜想推测 AT (2209), 汉（ 1024) 和 AT (729) 的值.（提 示： 2209 =47 V 你应该 
会分解1024和 729!) 

( e ) 试证明 （ b ) 和 （ c ) 中的猜想. 

37. 14设 AT ( m ) 为斐波那契序列模的周期. 

( a ) 利用表 37.1, 列出当 p 为素数时斐波那契序’列模 p 的周期 N ( p ). 

( b ) 对两个素数， AT ( p ) 多少有点 例外. 其中一个是 p =2( 和往索一样）.找出另一个例外的素数， 
并说明理由. 

( c ) 还没有已知的 W ( p ) 的精确公式，但是有许多整除模式，例如，根据表中的五个值 

7 V (11) =10， A ^(31) =30, N (4 l ) =40, N (6 l ) =60, / V (71) =70, 

我们或许会猜测只要 P = l(mod 10)( 即只要 /> 的最后一位数字是 1 )，M N ( p ) = p - l . 不幸的 
是.，这个猜测不对，.因为列出更太的素数时，.会发现' . 

汊 （101) =50,况 （131) = 130, AT (151) = 50, AT (181) = 90,. Ar (191) = 190 

JV (211) = 42, iV (241) = 240, yV (251) .= 250, iV (271) = 270, iV (281) =56 
, iV (3 U ) =310,5(331〉= 110,^(401) = 200 t iV (421) = 84,/ VU 31) = 430. 

但我们注意到似乎总是整除 P -1. 试找出其他类型的素数（即最卮一位数字不是 1 的素 
数〉满足的类似的整除模式.它有助于扩充 U ) 中的列表，特别是当侔借助于计算机的时候 • 

( d ) 证明 （ c ) 中的 模式： 若 p - l(inod 10), 则 iV ( p ) 整除 P -1. (提 示： 这是道难题.一种证明方法 
是利用第 n 个斐波那契薮的比内公式，但#先需要找一个数模 p 来取代 V ?，还要用到费马小 

、 定理 .） 

37. 15 斐波那契 数满足 许多奇怪的恒等式. 

( a ) 对前面几个 整数; 1=2, 3, 4,…计算 G + 的值，试猜出它的一般值 .（ 提示：它等于一个 

斐波那契敎. ） 证明你的猜想成立. 

( b ) •对回答同样的问题（搀示相 同). 

( c ) 对/-汽，回答同样的问题（但提示不同) .. 

( d ) 对回答同样的问睡.（提 示： 与斐波那契数的平方作比较 .） 

( e ) 对 F ： + 4 -4^ +3 - -4^ + F ：， 回答同样的 问®. 


第 38 章0,多美的一个函数 

很久以前 0 我们就得到了前》个整数之和的公式 

1 + 2 + 3 + + (卩 ■» 1 ) '+■ n ; n ^ n * ^ ^ =：-^» 2 + -^- n . 

这是一个非常漂亮而且完全稍确的公式， 桓在 有些情 a 下，我们宁思公式更简年，甚至以失 
去某种精确性为 代价. 于是，我们可以说 J +2+ …1^近1以等于因为当 n 很大时 I ；* 1 


比 jn •大得多. ( 

类似地，前 n 个平方数的和有精确的公式 

.1* + 2 J +，-, + („ -1 ). J = "(» + l )?'+ l ) . 

o 

q 果将右边乘开，就变成 ■ _ 

l 2 +2 2 + m + (n-l) 2 +n 2 = -^-n 3 + -i-n 2 + -i-n. 

n 很大时， y « 3 比其他项大得多，因此可以说尸+2 2 .+ 3 2 十… + rt 2 近似等于 f n 3 . 如果想更 

精确些，可以说 I 2 +2 2 +… + n 2 与的差大约是/» 2 的倍数 • 

这种类型的近似公式频繁地出现数^以及数学的其他领域和计算机科学中.它们 
形如： 


例如， 


(» 的复杂函数 ）=( n @ 简单 函数） +( 用 n 表示的误差的舁）. 


I 2 + 2 2 + … f (a - I) 2 + iv 



魟 +( 不的超误过 /) 


在数学上写这个近似公式采用记号“大 0”. 利用记号“大0”，前面的公式可表示成 
4 ' 2 2 •+ •••• +-(n - I) 1 -h/ 1 1 = -i-M? + 0(n 2 ). 


它表示 I 1 +2 1 1•…+7* 1 与+ n 3 的差小宁某个固定的 i 的倍数 .. 

大0记号的正式定义比较抽象，而且一开始会引起混乱.但如 果记街 了例子1 2 +2 2 +“，_ + 
|» 2 ,就会发现大0记号没那么复舞，丨雨且通些练习 t 它会变得很自然. 

定义设 /(/»), g ( n ) 和 A ( n ) 为 函数. 公式 


0在很*前的一章里. 

© 如果你做过习@ 7 . 3 ,那么你已经归纳证明了这个公式.如果没做该习题，你佘在第《章宁找 S 不同方法的 it 明. 
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第 38 幸 


画 


/( n ) = g { n ) + 0( A ( b )) 

表示存在常数 C 和起始值％户得.当开彡及。气有 、 - 

* 1/( it )' -' g ( n ) I « cT ft ( n ) I . 

也就是说， /U) 和 g(n> 的差不超过 A(n) 的常数倍.公式 /(〒> =^n).+ Q(A(n>) 读作 
“/( 吣等于 g(n) 加大0 *(»»)< 

有时 g («) 不出现，这相当于对所有的 n ， gin ) =0, 于是公式- 
, /( ft .) = 0 { h ( n )) 

表示存在常数 C 和起始值 . n 。， 使得当。时有 

4 /( b ) I « C ! \ h \ n ) \. - I 1 

例如， 

« 5 = 0 ( 2 "), 

因为 e n 2 sl 0 时 • 

n 3 « 2 ". 

ft ( n ) 为常数函数即 h ( n ) =1 的公式也很 普遍. 一个常见的错误<认为公式 
/(») = 0(1) 

表示 /(«) 本身是个常数.事实胜于 雄辩. 公式 /( n ) =0(1) 表示 1/(^ I 小于某个常数 C . 


例如，函数 /( n ) 


因为 n > l 时 


2n 


L 肯定不是常数，但 


2/1+3 


0 ( 0 , 


斐波那契序列 


| n +2 

1,2,3,： 

7章中； 

八， 44-(钟 


1,1,2丄5,8,13,… 

提供了另一个使用大0的机会.在第3 7 章中我们证明了第 n 个斐波那契数的比内公式 


公式中 出现的两个量的值为 


.1.618 039…， 




0. .618 039* 


圆 


让取很高的幂次时，它的值会非常小，而让^^取很高的幂次时，它的值会非常大， 
因此比内公式的一个近似但仍有用的表示为 ^ ,, 

+ 0(0.613 04^)： 


© 注意 C 和〜的选取有很多种可能.例如，我们说„ 5 =0(2*>,因为》«>1时^ 8 
因为不存在常数 C 使得》很大时 n 1 小午 


但不能说》 3 =0( n J ), 



0, 多美的一个函教 
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此时，误差项 0(0. 613 046") 实际上随着；1越来越大 在极其 迅速地接近于零.与1 2 +2 2 +… + n 2 
的大0公式相对照，后者的误差项 0( n 2 ) 随着 n 的增大而增大，荩管比主项的增长速 
度慢. 

有很多方法可以用来发现和证明大0 公式. 最有用的一种方法是利用几何和一点儿微 
积分.我们通过求 

、 1* + 2* + + n * 

的大公式来说明几何方法.我们知道 • 

1 + 2 + •*• + n = -^-n 2 + 0(n) , . I 2 如 2 2 + … + fi, = + 0( n 2 ), 

于是会猜测 

• i* +2 * + ; -. + n *'4 ir 4- rn * tl +(?(»*)., 

k + l 

确实如此. 

定理 38.1 给定幂次 it 彡 1 •则 - 

1* +2* +3* + - + n * = r ^- r n * +, + 
k + I 

证明令 s ( n ) =^ + 2 4 +〜 + ;» 4 表示要估计的和.画一簇矩形.第一个矩形的底为1, 
髙为 I 1 ;第二个矩形的底为1,高为2 1 ;第三个矩形的底为1,高为3 4 ,如此下去.将这些 
矩形一个挨一个排在一起，就得到了如图 38. l e 所示的图像.注意，如果将所有矩形的面积 
加起来正好得到 s ( n ). 

与其精确计算矩形内部的面积，不如通过计算一+简单区域的面积来近似总的矩形面 
积.画曲线 y =*\ 那么，矩形正好位于曲线下方，如图 38.2 .所示.既然在图 38.2 中矩形 
在曲线的下面，矩形内部的面积就要小于曲线下方区域的 面积. 


5* I 6 M • JnM • 

图 38. 1面积之和为 1* +2 S + … - K / I *, 

的矩形 

1 . 

换言之，根据图像可以得到 
_ ¥ 

© 注意，为了让图适合页面的'大小，我们没有按正确尺寸画图 38. 1中的殆形，所以这幅图只是用来帮助理解一 
般的思想.你可以用适当的尺寸自己作图，比如对 A = 伹要准备好两一张非常大的纸！ 





rill" 


图 38.2 曲线下方的面积大予 
矩形的面积 
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■ 1* +2*.+ - + n * =(矩形的面积). < (曲线 y ; **U 芩* = S .« +,1) ‘下 方的面积）. 
利用基本的微职分知识可以计算曲线下方的 面积. 

f n*l 

(曲线 ; K =**(1 莓 + 下方的面积 ） =1 x k Ax 


-fr\V 


于是有上界 


2* + … + n * 


l )* 


(我们略去了右边的 因为 保留 - i 只是给出了稍强 
的估计 . 〉 

类似地，如果将矩形向左平移一个单位，则矩形完 
全覆盖了曲线 y =/(0矣*在》»)卞方的区域，如图 38.3 
_所示.这就是说矩形的面积大于曲线下方那部分的面积， 
于是得到相应的下界 

P + 2* +… +n h =( 矩形的面积） 



> (曲线 y = **(0 ^ x < Sn ) 下方的面积） 

=卜 




|! 


把上界和卞界合到一起，得 


2* + + n k 


< n^\y 


fe + 1 k 

减去 dr n4<l 可得 

0 < (1‘ +2* ”• +!»*) < ^ly((n + 1)“， -«**'). 

_ 我们要证明上界不 太大. 为牝，褊用 （n + l )* + l 的二项式展开式(鮮36章)， 

(… r = 叫”1卜*_+.匕 

其中的关键是最大的项 ft 1 〃和所有关于 n 的更低幂次的其他项.所以 ； 

(n+ o--^=( A ； y + (\ + v-' + .-. + (-> + (^；) 
,(-y + (-y + ... + (-y + ( -; K 

= ( 有关 fc 的某个式子）^ 
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将这个估计与前面得到的不等式 （* )联立可得 、 

0 < (1 k +-2* + - + <■ (有关4的某个式子） • it 4 . 

当然，“新的式子”等于&乘以“旧的式子”，但不论哪种情况，它都只与 * 有关而，不 依赖 
于 n . 这就证明了 . 

(1*+2* 1•…+ 〆）=+ OU *)， 

事实上它还证明了更强的结论，因为它表明 fc 次幂的和 I 4 +V — + I * 1 总是严格大于_ 

定理证毕. ' 口 

« + 1 

描述计算所花的时间 

记号大0常用于描述用一种特定的方法进行某种计算需要的时间.例如，给定整数 a 
和模肌，要对某个很大的指数 n 计算 /(mod m 〉 的值，需要花多长时间？ 

一种做法是计算 ' , 

■ • a , = a(mod m ) ，然后 ( 

s a . a| ( mo d m ) ,然后 • 
o 3 s a • a 2 (mod m ) ，然后 . 

最终得到它等于 a *( modm ). 完成计弇必须诚 n 步，其'中每一步都包含一次乘法和一次 
模 m 运弇.假设每一步都要龙大 约固定 的一段时间，则&的时间是《的常 数倍. 所以，这 
种方法的运算时间是0(办〉-. 

当然，没有人会 f 读过第 16. 章后还用这个效率极的方毕计算 a *( modm ). 用逐次平 
方法计算 a"(mod 快 得多. 如第16章中所述，逐次平方法分三个 部分： 

1. 将》表示成2的幂次的和（二进制 展开} 

n = u 0 + u , • 2 + u 2 • 4 + u } • 8 + — + u r • 2' , 

其中 u , = l 且每个心等予 0 .或 1'. 

2. 生成一组值 

j 4 0 = a , A , = i 4 g(mod m ) , j 4 2 = >4 j ( mod m ), 

A } = • A;(mod m ) ，… ，沁 r = ( mod m ). 

3. 计算乘积 - 

■ - A ；' - A ； J - i 4 ^(mod m ). (38. 1) 13171 

每个部分都大约箱 r 步，所以总的时间是 r 的常 数倍. 你能看出来 r 是如何和 n 联系的吗？ 

根据二进制展开式 （38.1), n 至少为2、所以取对数可得 0 
r ^ log 2 ( n ). 

所以，逐次平方法让我们在 0( lo & (. u )) 时间内算出 /( modm ). 这个时间比 0 U ) 大大缩短 


0函数 log 2 * 是以2沩底的对数函数，按定义，为使27=*的 7 值. 
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了，因为 ft 很大时 log 2 (; i )&» wj 、 得多. 

1 0& («)是《的二进制澉字的个舉，即当 B . 用二进制表示时， log 2 ( n ) 为表示式中数字的 
个数.类似地， log , 十进制数字的个数.因此，粗略地说， log ( rt ) 反映了下述各 
方面的 信息： • ， ' 

• 写下 n 要花多长时间. 

• 向另一个人描述数《要花多长时间. 

• 向计算机输人《或从计算机输出》要花多长时间 
概括地说，描述数 n 需要时间 0.( l P g ( n )). 

我们能在 0( bg ( iO ) 时间内计算出 /( modm ), 真是既有趣又有点令人惊奇，因为仅仅 
输入数《就已经要花 O ( log (»)) 时 间了. 逐次平方法被称作要花线性时间，因为总的运算时 
间至多为输人初始信息所需时间的常 数倍. - 

我们来看另一个关于两个 d 次多项式 

F ( X ) = a 0 + a,X + - + a d X \ G ( X ) = W + •“ + b d X * 

_ 乘积的问题.因为有 2 d + 2 个系数，故需要 0( d ) 时间来描述多项式 e . F (*) 和 G (*) 的乘积 
由公式 

H(X) = F(X)G(X) = c„ +c,X + CjX 1 + - + c u X 2d 
其中 c _ fa 0 ^ + (!&+••. + aj b 0 若0 « / « of 

1 /-八 + + … + a 4 b 卜 .若 < j ^2 d 

给出.当 o = sy = srf 时，计算》需 进行； /次加法和 / + i 次乘法，故、要花费时间 0(/). 当 rfqi : 
2 rf 时，计算 C , 要花费时间 0(2 rf -/ + l ). 所以计算乘积 AT ) 的殘时间为 

2 ； 00) + y 0( 2d -j) =<?( y ； + X (id-j + d) 

= o(^JLi + ^ l ± i ) = o (^). 

这样，计算 fu > g ( x ) 的时间是大0输人初始数据所需时间的平方，放称计算两个多项式 
的乘积需二次时间 

习题 • 


38.1 (a) 设 

证明 


/i(») = g,in) + 0(h(n)),^ f 2 (n) = g 2 (n) + 0(h(n)). 


© 注意多项式的次数扮演若与数的对数类似的角色.数与对数的另 一个共 同点为 

d e6 (F(X)C{X)) -deg(F(X>) +deg(C(^)), \og(MN) =log(M) +log(AT). 

于是，次数和对数都将乘法转化为加法. ^ 

© 当舦，_我们实际上 是指这 种计箅 'Fa>CU) 的特殊方法要花二次时间.还其他方法（如 Kutouba 乘积法和换速 
傅里叶 （Fourier) 变换法）要快得多.这些方法能在 0<<ilogd> 財间内将两个多项式相乘，因此只比线性时间稍长. 
当</很小，比如</ = 10或15时，线性时间相対二次时间的优势不太明显，但当 .a = 〗oooo 时，就有很大的不同了. 
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ft ( n ) +/“《) = gl ( n ) ^ g 2 ( n ) +0(/i(ii)). 

( b > 更一般地，设 <1,6 为常数，证明 

«/ i (») + bf 2 ( n ) = ag x ( n ) + bg t ( n ) + 0 ( k ( n )). 

(注 意： 大0记号定义中出现的常数 C 可以依赖于常数 a 和 6. 唯一的要，求是对充 分大的 《只有 
一个固定的 C 起作用 •） 

( c ) 在 （ b ) 中证明的公式表明大0公式（具有相同的 A ) 可以相加、相减和数乘.可以用不为常数的量 
去乘吗？换言之，若是 n 的另一个函数，是否有 
Hn ) f ( n ) = k ( n ) g ( n ) +0( ft (»))? 


如果上式不成立，是否有 

38.2 设 
证明 


k ( n ) f ( n ) = k ( n ) g ( n ) ^ 0 ( k ( n ) h ( n ))? 

/,(») +0(^(»))和 f 2 ( n ) = g 2 ( n ) + 0 ( h 2 ( n )). 


Mn ) +/ 2 ( n ) = « T |(») + g 2 ( n ) + 0( maxU , (») > 2 (») | ). 
38.3 下述哪个函数为 0(1)? 为什么？ 


»)/(») = ^~Y ( b ) f ( n ) = 1 j 7 (°0/( n ) 


( d )/< n ) = cos (») ( e )/( n > 


(0/C«) 


sin ( l /») n • sin ( 1 / n ) 

38.4 求平方根的和的大 0 估计式，即在下面公式中 填全： 

o/\ + +<^ 5 "+ ••• + <Jn = || .!>□ + ). 

38.5 ( a ) 证明下面整数的倒数和的大0估 计式： 

1 ln ( n ) + 0(1). 


1 + T + T H 

(提 示： ln (*> 是*的自然对数 •）' 
( b ) 证明更强的 命题： 存在常数 y 使得 


+ — + ••• 


，+ + + - y - + + - ln (/ t ) + + 0( 丄). 


数 y =0.577 215 664…称为欧拉常数.矣于欧拉常数，人们知之甚少.例如，人们不知道 y 是木 
是一个有理数. * 

38.6 鲍勃和艾丽斯玩下面的猜谜游戏.艾丽斯在1和/!之间选一个.数.鲍勃开始猜，每猜一次，艾丽斯 
都会告诉他猜没猜对.设•表示鲍勃猜出艾面斯挑的数所潘的猜测次数.假定他采用了最佳 


策略. 

( a ) 证明以 n )=0( n ). 

( b ) 证明 G ( n ) 不是 0(^). . 

U 〉 更一般地，若 G ( n )=0( fcU )), 则关于 fcU ) 有什么结论？ 

( d ) 假设我们改变游戏规则，’鲍勃每猜一次数后，艾丽斯都告诉他猜的数大了、小了还是正好•为 
鲍勃设计一个方案使他在猜对前的猜测次数满足 G ( rt >=?.0 Xl O g 2 ( i 0).. (提 示： 每猜一次，排除 
剩余数的一半 .） * 

38.7 鲍勃知道/ I 是个合数，他想求出 n 的非平凡因子.他运用了下面的 方法： 先检査2是否 整除; i , 然后 
检査3是否整除 n , 再检査4是否整除等等.设 F ( a ) 表示他找到;》的一个因子时总共进行的步 
骤数. 
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( b > 假设鲍勃只检査 n 是否被素数2, 3, 5, 7, 11 …整 除而不是检査每个数2, 3, 4, 5, 6…，说明 


为什么这个方案可行，并证明此时步骤数 F («) 满足 F ( n ) (提 示： 要用素数定理 

13.1.) 你认为这个新的方案真的实用吗？ 

( c > 解决这个问题已有更快捷的方法，比 如二次筛法和椭圆曲线法. 这些方法所需的步骤数 L ( n ) 
•满& 

L(n) = 以呀 _)〉， 

其中 c 为小常数.通过证明 

«✓!•(!») •!■ tai(«) 

lim -——-——=0 

A 


来说明这些方法比 （ a ) 中的方法快.更一般地，证明即使分#上的 ViT 替换成 n *, 其中 f >0 是某 
个(小）常数，极限仍然为 0. 

( d ) 现有的对大数《解决这个问题昀最快方法叫数城筛法 （ NFS ). NFS 所需的步骤数 ilf ( n ) 为‘ 

M ( n ) = 

其中 c ’ 是个小 常数. 对大数》证明函数 M ( n ) 声 （ c ) 中的大0估计式小 得多. 

记号大0非常有用，因此数学家和计箅机科学家设置_了类似的 进号来 描述某些其他情形.在接下来的 
几个习题中，我们介绍其中的一些概念，并要求算出一些例子. 

38.8 (记号小 《) 从直觉上，记号 0 ( A ( n )) 表示比 A (») 小得多的 fi . 确切的定义是 

/(») = *(<«) +«(*(«)) 是指 lim = 0- 
• h ( n ) 

( a ) 证明 , 

( b ) 证明 2*=»(»1). , 

( O 证明 n ! =0(2**). 

( d ) 公式 =0(1) 表示什么意思？下述哪些函数是 0 (1)? 

< i )/( n ) =jz («)/(») { iii )/ C ».) =2 -* J 

38-» (记号大《>记号大 fl 与大 0 非常相似，只是不等式的方向相反义换言之， 

/(») = g ( n ) +/2(/ r ( n )) 

是指 存在正 常数 C 及起始值/ I 。，使得/1令》。时有 

1/(») -g(n)\^ C.\ kin)]. 

通常 g 取零，此时 /( n ) = I 2 UU )) 指对所有充分大的有 |/( n ) 丨赛 Cl h ( n ) I . 

( a ) 证明以下各式成立. 

( i)» J - i . = fl (») ( ii )»! = fl (2") ( Hi ) 51^11 = |2(2*) 

( b ) 若 /( n ) =«(*(;»)), *00 =0( k ( n )), 证明 /(») =0( Hn )). 

( c ) 若 /( n ) = iJ (- k ( it » , 是否总有 =0(/( n ))? 

( d ) 设 /(») =» 3 -3»*+7. d 取何值时有 /(») sflU 1 *)? 

( e ) «i 取何值时有 VS = ( log ,™)*)? 


© 提醒： 习匾 38.9 向计算机科学家们描述了 的含义.数学家们賦予不同的含 义：存 在正数 C 及无穷多个《使 
得丨 / U)-«:(»)l SCI h ( n ) I . 注意一个命题对所有充分大的 《 成立与仅仅对无穷多个》成立有.着显著的差别. 



0，多美的一个函教 


211 


( f ) 证明函数 / U ) =n • BinU ) 不满足/(約=/2(一>.(提 示： 利用狄利克雷一丢番图逼近定理 31. 2 
求满足1/>- 2 啊1 钧分敗(>/穿 7 令路=戶，、利用*很小时 sin * 宁 *•) 

38.10 (记号大6>)记号大 (9 将大0和大结合起来.定义大 <9的一种方法是借助于先前的定义，称 
An ) : g ( n ) + &( h ( n)U 

如果 • ^ 、 

f ( n ) = g ( n ) + 0( h ( n )) 且 f ( n ) = g ( n ) + f 2( h ( n )). 

或者把定义写清楚， 

An ) = g ( n ) + e ( h ( n )) 

1 是指存在正常数仏和仏及起始值 n 。， 使得•时有 

C, I h ( n ) I ^1 /(n) - g ( n ) I < C 2 I h ( n ) I. 

' (a) 证明 

屮 K ). 

(提杀 f t 很小 时利用 lrt(l +0 的泰勒级数展开式估计它的值 .） 

( b ) 利用 （ a ) 证明 

In I n 3 - /I 2 + 3 I = 31n(n> + ©( 丄 ). 

( c ) 推广 （ b ), 并证明多项式，则 

logl /(«) I ^ dln ( n ) +»(+)• 

( d ) 若 / L (») ^ g ,( n ) +6 KO .)>, A ( n ) =, g 2 ( n ) +6|( & (»).,)> 证明 

/ i (») = A ( n ) = gt ( n) f +0( h ( n )). 

(«>若/(») =6 K /» U )), 是否必定有 Hn )= 矽 (/<# i ))?' 




第 39 章连分数的混乱世界 


“你已经老了，威廉爸爸，”年轻人说， 

“你的头发也白得差不多啦， 

可你还坚持倒立， 

你认为，在你这个岁数，这样合适吗？” 
“年轻的时候，”威廉爸爸回答他的凡子说， 
“我怕脑袋会 受伤； 

但现在我肯定不会那样， 



所以就一遍一遍这样做 

——刘易斯.卡洛尔 （Lewis Caroll ), { 艾丽斯漫游奇境》， 由约翰 • 丹尼尔 （John Tenniel ) 


提供插图 


著名的数 1 T 有无限不循环小数展开式 

w = 3. 141 592 653 589 793 238 462 643 3-. 
如果我们愿意为了简洁牺牲一点精确性，那么可写 

it =3 +“多一点儿” • 


“多一点儿”是一个介于0和1之间 的数. 我们将学习威廉老爸，多倒立一会儿_当小数 
0.141 59…倒过来时就变成了一个大于1的数的倒数.于是 

tt =3 + 0. 1415 926 535 897 932 384 626 433 - 


= 3+ 1 

0. 141 592 653 589 793 238 462 643 3 - 


+ 7. 0625 133 059 310 457 697 930 051 … 


-3 +___ 

" 7 +0. 062 513 305 931 045 769 793 005 1 … 

_3 , 1 

7 + “多一点儿” 

注意，如果忽略最后这个等式中的“多一点儿”，就得到 w 近似等于3++即_.中学里 


已经学过_是的一个相当好的近似 • 

重复这个过程.取最后那个等式中的“多一点儿”， 

0. 062 513 305 931 045 769 793 005 1 - =-1- 

0. 062 513 305 931 045 769 793 005 1 … 
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并将它倒过来，得 

15. 996 594 406 685 719 888 923 060. 
将它代人先前的式子得到一个双层分数 


7 + 15 + 0. 996 594 406 685 71-9 888 923 060… 

分数的最底层为 15.996 59 …， 非常接近16,如果代之以16,就得一有理数，它十分接 
近 


+ 16 


-: =帶= 3. 141 592 920 353夕82 300 884 955 7… • 


.355, 


继续进行，计算 

0. 996 594 406 685 719 888 923 060" 
得到三层分数 


. 003 417 231 013 372 603 464 146 8 - 


0. 003 417 231 013.372 603 464 146 8. 


然后 


0. 003 417 231 013 372 603 464146 8- 


292. 634 591 014 395 472 378 571 77.“ 


又将分数增加了一层， 


292 + 0. 634 591 014 395 472 378 571 77… 
现在来看看如果让最后一个分母约等于293会 怎样； 我们得到有理数 


15 +-~- = 33215 - 
1 + 29i 


3. 141 592653 921 421 044 708 715 9 -. 


9位小数有多精确？假设给定了地球离太阳约145 000 000公里，要利用公式 9 


0好吧，好吧，你提醒我地球的轨道是一个椭圆，而不是圆.因此，我们实际上正在计算的是 一个看 不见的、半 
径约为145 000 000公里的圆的周长. 



214 


第 39 章 


_ 


周长= 2 xir x 半径 

计算地球的轨道长度.如果用代替 it , 则周长的误差为十分之一公里不到一点儿. 


所以，除非测量地球到太阳的距离要精确到公里，否则是很好的逼近. 


这些多层、混乱的分数有个名桥，它们叫 

通过反复地将小数部分翻到分母上并将整数部分分离，我们可以对任何一个数形成连分数. 


为 Vl ..259 92! • 


图 39. 1发的连分 炊展式 ， 

图 39.1 给出了 2的立方根的连分数运算中的前几步.类似地，可计算 V ?的连分数 
' '在妇 1+--- 


和 e =2.718281 8…（自然对数的底）的连分数 
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连分数在视觉上滑向右下方，将它们写成分数却要花费很多的笔墨和 空间. 一定有一种 


更简便的方法用来播述连 分数. 所有的分 子都是 1,故我们要做的就是列出分母.将连分数 



简记成 


,a 2 ,Oj,o 4 ,--]. 

采用这个新记号后，先前的连分数展开式（展开得更多些）可简洁地表示成 
ir =[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,-], 

诉 =[1,3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,-], 

农=[1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,-], 

e = [2,1 ,2,1,1,4,1,1，.6，1，.1，§，1,1,10,1,1 ,12,1,1. ,14,…] ■ 

既然已经考察了几个连分数的例子，现在该得.出一般的结论了.设《的连分数展开式为 
, a = [a 0 ,a,,a 2 ,a } , — ], 

我们已经看到，在一些项后去掉其余的项，就得到一个非常接近&的有理数. a 的第 n 个收 
敛项为 有理数 



9 . 


[«»o» a i = <»0 + 



它是由连分数展开式取到 a , 得到的.例如， ^=[1, 2, 2, 2, 2,…]的前几个收敛项为 
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^=1 

9 o 



表 39 .i 中列出了 vs ■的更多的收敛项. 

表 39. 1及 的收败项 



D 

D 

D 

D 

■ 

a 

a 

■ 

D 

D 

m 


B 

B 

H 

O 

m 

■ 


國 





观察在的收敛项列表并不会得到特別的启发，但肯定有助于指出后继的收敛项是如何由 
先前的项生 成的. 采用符号窄察 [h, a,, o 2 , « 3 ,…]比观察任何一个特殊的例子都更容易 
发现模式. 

Po a o 

7 o = ~' , 

. Pl _ _ 

9 i «»i ' 

Pi_ 二 a 2 a,a。 + a a + a 0 _ 

<h <» j«i + i ， 

Pi_ 0 3 «；0!« 0 + fljg； + a 3 a 0 + a,a 0 + 1 

?3 <»3<»2 a l + <»3 + Oj 

13301 注意分子 />。，P!, P 2 , P 3 , •••■ 表 _39. 2 ■给出了 p。，p,, p,，, p 5 的值. 


表 39. 2 连分 iSt[a„, a" …， a„+] 的分子 
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第一眼看上去，表 39. 2中的式子很可怕.但你会注意到 p。 出现在 p 2 的尾部，/>,出现 
在/> 3 的尾部， p 2 出现在/> 4 的尾部，出现在 A 的尾部.换言之，似乎/等于 h_ 2 加上一 
些其他的东西.下面是对前几个列出的“其他东 西”： 

Pi - Po - a 2 a i a 0 + a 2 
+ 1 ) 

Ps - Pi -a 3 a 2 a i a 0 + a 3 a 2 + <»3 a o 

-^ 3 ( a 2 a i a 0 + <*2 + « 0 ) • 

Pa - Pi =a 4 o 3 a 2 a l a 0 + a 4 o 3 o 2 + o 4 a 3 6t 0 + a + a 4 
= a 4 ( a 3°2 a i a o + a 3 a 2 + a 3 a 0 + a,a 0 + 1). 

回顾表 39.2, 似乎 p n -p n _ 2 的“其他东西”只是 心乘以 可用公式 

Pn = ^nPn-l + Pn-2 

来 表示. 这是一个递归公式，因为它用前面的值递归地给出了 p。， /V••相继的值.它和 
第37章 9 中考察的斐波那契数的递归公式非常相似.当然，这个递归公式需要两个初始值 
/>0 = <» 0 和 pt - a,d 0 + 1. 

对分母和，? 2 ,…作类似的观察可得类似的递归 公式. 事实上，如果像表 39. 2那 
样对9。， 9i， 办，…作个表，你会发现办， 9i ，…似乎恰好遵循与 P D , Pi , P 2 ， …相同 
的递归公式，但？。，9,，9 2 ,…采用不词的初始值9。和9, . 将我们的观察概括成下述的重 
要定理. 

定理 39.1( 连分数递归公式丨设 

•**.«»] = o 0 +-^―:-, 

°' + — 

+ :~~ r 
•• + 一 
a, 

其中 a。，a" a 2 , …视为变量而不是特定的值，.则.分子；>。， p, , p. 2 +; …由递归公式 
Po = °o. Pi = «iO 0 + 1 ， P. = a .P»-i +P.-i (n Ss 2) 

给出，而分母？。 ， 1，办，…由递归公式 

= 1, ?i = «| . ?» = + 9.-2 (» ^ 2) 

给出. 

证明当一个序列由递归公式定义时，用归纳法证明有关该序列的结论往往是最简单 
的.要开始归纳，需先验证 


卜 W * 卜[« 。，心 • 

已知 Po = a 。， <7。=1,于是 p 。/% =<»。证明了第一个 等式. 类似地，已知+1, = a lt 


© 亊实上，如果所有的 心都等 于〗.那么序列仏恰好为斐波那契序列.你可以通过习题39, 7来研究连分数和斐 
波那契数之间的联系. 
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于是 


[ o 0 , o ,] = a 0 


« i«o 


<*i «i 9 i 

这就证明了第二个等式. 

现假设 AT 时定理成立，并利用假设证明《=作 + 1时定理也成立.关键之处是连分数 

[ o 0 , a 1 , Oj ,-- > a w , a ^ li ] 

可以通过将最后两项合并而写成一个少一项的连分数 e 


[ a 0 » fl i . a 2 > ，v = [ a 0 , a , ,<*”•••， 

为简化记号，对右边的连分斂中的项采用不同的字母，比如 


a N*l S 


[6 0 ， fc ".“，6 w ] ，其中= a 0 ,6 i = a , ，―, Vi = a s-i = <»« + ^― • 

a n*i 

注意，连分数[\, 6,,…，夂]比连分数[«。，《,,…少一项，因此由归纳假设知 
定理对[6。，6,， …， b„] 成立. 为避免混淆，我们对 [6 e ， 6,,…，的收敛项采用大写字 
母 p ,/ q , 表示. 由归纳假设知 p , 和匕满足递归公式 

P, = + P. ： 2, Q. = 6.P.-, + Q.-2 (2 矣 n A0. 

所以 


[boyb^---,b s ] 


KP's., + 


[<»0. 0|, 〜_]和[6。， 

时 fc , =« ，，故对所有的 0= Srt 矣 AT - 
述 替换： 


bU Q n . z 、， 

…， h ] 的收敛项怎么联系起来呢？已知 0= Srt 矣 AT -1 
第 n 个收敛项是相同的.这就是说可以在 （*) 式中作下 


又因为 

我们有 


國 


Pk-' - Pn-I > .P/t-.i = Pn-1> Qli-l = 9«-l 1 Qn-l = 9w-2- 


[*0.*!>*••,*»] = [ o 0 »« l » ,,， » O w+ |] 和 = 


[ a 。，。 ，…， a w “] 


fc / yP / v -. + P,-2 
+ Qk -1 


:卜- 


， 1 \ 


a N*j( + P / y -2 ) 十 Pn-i 

a N*\i a n ( lN-\ + 9 n -2 ) + ^-1 


© 别让复杂的最后一项把你弄 糊涂. 如果想着把它们全写成分数，就会立刻明白两边是相等的.如果还不淸楚， 
试对 yv =2 和況=3计算一下. 
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对连分数 [ fl 。， …，应用归纳假设可知它的收敛项满足 

Pn = a NpN-l + Pn -2 和 Qn =， a N ^ N-l + ^ JV -2 » 
代入并化简 （* * ) 式得 


[ a 0 , a ,, — ,^ +1 ] 


a N*'pN + Pn-i 
a N*\<iN + < In -\ 


由定义，第 W + 1 个收敛项为 


[a 。， !!, ， … ，〜 + 1] = 

^ N *\ 

比较[%, a ,, …，心 +| ]的这两个表达式，得 

Pff+I = a N“PN + PN-I > 9/ V .+ I = a N*\ < lN + 9 iV - l * 

我们证明了如果递归关系对成立，则对 u=/V + l 也 成立. 归纳 证毕. 口 

我们期望一个数（比如 W ) 的收敛项越来越接近 W ， 因此考察两个收敛项有多接近是有 
意 义的： 

. 匕_匕 = 丄__1__丄 

9 o 9 i 12 2 

9. ~ 2 " 5 - 10 

P i _P L _7__17 ! __J_ 
q 2 q 3 ~ 5 12 ~ 60 

Pi_ _P± 17 41 1 

97 - ^7~12 - 29 = 348 

P 4 £l _ Hi _ ?9 _ 1 

97~97 - 29 _ 70 = " 2030 
Ps^ Pt_ = 99 239 _ 1 

97~97 = 70~l69 = 11 830 
及的相邻两个收敛项之差 

相邻收敛项之差确实看起来越变越小，但一个更有趣的模式出 现了. 似乎所有的分子都等于_ 
1且差值是正负交替的. 

试试另一个例子，比如 it 的连分数展开式，我们发现 

Po_ _Pi_ _ 3_ _22_1_ 

9 o 9 i ~ * 1 ~ 1 


£i Pi = 22 333 _ 1 

9 r ~9 T = T - T 06 = 742 

Pi P 3 _ 333 355 1 

~ l06 " H3 = ~ 11 978 


Pi P4 _ 355 103 993 . 1 

f [ = TTJ " 33 102 = 3 740 526 
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_P5_ _ 103 993 _ 104 348 __1_ 

^7 = 33 102 " 33 215 = " 1 099482930 

P^_ _P± = 104 348 _ 208 341 = 1 

= 33 215 一 66 317 = 2 202 719 155 

it 的相邻收敛项之差 

出现了同样的模式.因此我们来证明一个定理. 


定理 39 . 2 ( 相邻收敛项之差定理）设匕，…为连分数 [ a 。， a " %, …] 的收 
9 o q、 Qi 

敛项.则 

P.-i9» = ( - D", = 1,2,3,— 

等价地，两边同除 9 ，_, 9 ,后得 


P.-i P. ( - 1)* 
9»-i 9» 9»-i9» 


n = i,2,3r" 


证明用归纳法和连分数递归公式（定理 39.1) 很容易证明这个定理. 
正确： 


首先验证 n = l 时 


触 ~Pi9o = «o * ~ (a t a 0 +1).1 = - 1. 

接下来开始归纳证明. 

I 33 S 1 现假设定理对 n=/V 正确， 需要征 明它对 《 = /V + 丨也 正确. 计算 

- Pff + i ?» = P »(««♦!?# +? i »- i ) - (a H *iPn 由连分数递归公式， 

= Piv 9/ y-i ~P K . i 9 n 因为项抵消了， 


=~ (p«-i9(¥ - PnQm-i) 

= -(-!)" 由汉时的归纳假设， 

=(-1 广 . 

现在我们证明了要证明的等式对 n = l 正确，且如果对 n = 作正确，则对 n = /V + l 也正确. 
所以，依归纳法等式对所有都正确.证毕. □ 

习题 

39.1 ( a ) 计算75■和万'的连分数中的前10項. 

< b ) 万'的连分数中的项是否按某种模式重复出现？如果是，证明它们确实重复. 

(<：)及的连分数中的项是否按某种模式重复出现？如果是，证明它们确实重复. 

39.2 V 的连分数为 

2.47, 1,8,1,1,2,2,1,1,8,3,1,10,5,1,3,1,2,1,1,3,15,1,1, 2,-]. 

( a +) 填上最初三个空缺的项. 

( b ) 你看出 V 的连分数的什么供式了吗？ 

(<0利用连分数中的前 5 项构造_个接近于 . it 2 的有理数‘.你能做到多接近？ 

( d ) 利用连分数中的前6项.回答 '(•<:> 中的问题. 

39.3 ■的连分数为 
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7,1,1,4,1,38,43,1,3,2,1,1,1,1,2,4,1,4,5,1,5, 1,7,-]. 

U ) 填上最初的三个空缺的项. 

( b > 你看出7?+^的连分数的什么模式了吗？ 

< c ) 对每个 n = l , 2, 3,…，7,计算7^+7?的第》个收敛项 

—= — 、 

9. 

( d ) 在 ( c ) 中算得的分数应该越来越近似于 || n = l , 2, 3,…，7时 

的值列成表来证明. 

39.4 设仏/^为《的第 n 个收敛项.对下述各 a ， 列表计箅 

I P , - I , n = 1，2,3 ，."，M 

< M 、 为'和 * 的连分数展开式已在 21 5 页列出 > 可以利用这些数据计算相关的收敛项 . ：> 

<»)«= 在 ， JV = 8 

( b ) a = V ^, N =1 

( c ) a = ir , N ;5 

( d ) 在 （ a ) 中的数据显示，不仅有界，而且当 n — «时有极限.试猜出极限等式并证 

明之. , 

( e ) 回顾狄利克雷-丢番图定理 31. 2:对任一无理数 a , 存在无穷多对正 整数* 和 y 满足 

[x - ya \ < l / y . (39.1) 

( a )、（ b )、< c ) 中的数据显示，如果 h / i 是 cr 的一个收敛项，则（仏， I )是不等式 （39.1) 的 
解.证明这个结论. 

39.5 假设将 Pfl 的递归式向后扩展，由此对负数 n 定义 Pll . 则 p _, 和等于多少？同样地，9_,和(?_ 2 等 
于多少？ 

39.6 连分数递归公式（定理 39.1) 给出了从两个初始值 d 。 和生成两列数 p 。， ，朽 ，朽， …和％, 9l , 
9^9,,…的过程.分数 P /1 是莩个数《的第《个收敛项.证明分数已.是最简形式，即证明 
gcd ( p Ht -7.)=1. (提 示： 利用相邻收敛项之差定理 39.2.) 

39.7 ■我们证明了相邻收敛项满足 

Hi = (- O ' 

本题中，将对间隔的收敛项进行计算. 

( a ) 对部分分式7?=[1; 2, 2, 2,…]的收敛项计算 

P-29. - Pn^-2- ( * ) 

求 rt = 2, 3,…，6时的值 • 

.( b ) 对部分分式 

it = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,-] 

的收敛项计算 n =2, 3,…，6时（ * ) 的值. 

< c ) 根据 U ) 和 （ b ) 的结果（及任何你想收集的其他数据），对一般的连分数 [ a 。， fll , fl 2 , •••] 就 （*) 
的值作一猜想. 

( d ) 证明 （ c ) 中猜想的正确性.（提 示： 连分数递归公式也许会有帮助 .） 

39.8 “最简单”的连分数是由1构成的连分数 [1, 1， I ,…]. 

(<0求 [1, 1，1, …] 的前10个收敛项. 





222 第 39 幸 

( b ) 你认出了出现在 （ a ) 中求得的分数的分子和分母中的数了吗？（如果没有，看看第37聿 .） 

( c ) 连分数[1，1，1，…]的收敛项的极限值 

Hm — 

等于多少？ 

39.9 表 39. 2中对前几个 n 值罗列了连分数 [ a 。， C *,, …， 《«] 的分子 /V 

( a ) [ a , 6] 和 [6, «] 的分子是如何互相关联的？ 

( b ) [ a , b t d 和 [ c , 6, 幻 的分子是如何相互关联的？ 

( c ) 更一般地， 

， a 2 ，… ,a m ] 和 [ a ,， a , , a 0 ] 

的分子看上去是如何相互关联的？ 

( d ) 证明 （ c ) 中的 猜想. 

fl 39. 10编一程序，输人小数4和整数 / i , 输出下述 数值： 

( a 〉 A 的连分数的前 n + 1 项 [ a 。， 〜， •“， aj . 

( bM 的第 / i 个收敛项 P / 9 r ， 以分数形式. 

( c >4 与 p / t 的差，以小数形式. 

jfl 39. ll 利用习题 39. 10中的程序作一张表，对2霉 Z ) 在 30( 至少）列出7^的连分数展开式的前10 项. 你能 
发现什么模式？（可将输出结果与下一章中的表 40.1 相比较 .） 

^39. 12对三次方根回答与习题 39. 11相同的问题.换言之，作表，对2<0霉20(至少）列出亦的连分数展 
13381 开式的前10 项. 你看出什么模式了吗？ 

39.13 (高等微积分习题）设％, 七， a 2 , a 3 , …为一实数序列，满足 a , 彡 1. 对每个 n =0, 1 ， 2, 3,…可 
计算实数 

= [%，〜，〜，•••，《•]= a 0 +-- • 

…+- — 

〜十^ r 

[3391 证明极限 存在. （提 示： 利用定理 39.1 和 39.2 证明序列 Ul ， a , a , …是柯西序列 •） 
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V 5 ■的连分数 

[ 1，2，2,2，2，2，2,2，2,2,2，2,2，2，2,2，2，2，2,2,2 ] 

明显地表现出了重复性.看看是否能证明#的连分数确实由数1和随后的2构成.因为在= 
1.414-, 连分数算法的第一步是写出 


及=1 + (在 - 1 ) 


,1/(^-1) 


接着简化分母， 


代回上式得 


丄 = 丄 • = 4^ =紅 

■Jl-\ -Jl-\ ■Jl + 1 ^2 - 1 




数 在+1 介于2和‘3之间，故将它写成 

^2 + 1 = 2 + (V? - 1 ) = 2 


1/(^- 1) 

我们已经验证了 1/(在-1)等于 A +1, 于是有 

# +1=2+ ^? _ 


从而 


再由等式 （*) 得 




V5" + 1 


V2 




尚可进一步得 




1 

■JI + 1 


圓 
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连续使用（ * ) 式,' 我们发现及的连分数确实由一个1和随后的2构成. 

还能找到其他数，它们的连分数有类似的重复性（或者用数学术语来说，它们的连分数 
是周期的）吗？如果做过习题 39.11( 它要求对 Z )=2, 3, 4 ,…，20计算的连分数），你 
就会找到某些 例子. 表40•丨收集了更多的这一类的数据，对小于40的每个素数/>列出了石 
的连分数. 


表 40. 1平方根的连分数 


D 

#的连分数 

周期 

2 

[I. 2, 2, 2, 2. 2. 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2. 2. 2, 2, 2, 2,…] 

1 

3 

[1, 1, 2, 1，1，2, 1, 2,】• 2, I，2, 1，2, 1，2, 1,…] 

2 

5 

[2, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4,…] 

1 

7 

[2, 1, 1， 1, 4, 1, 1, 1, 4, 1， 1, 1, 4, 1， 1, 4， 1， …] 

4 

11 

[3, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3, 6, 3； 6, -] 

2 

13 

[3, 1, 1, 1, 1， 6, 1, 1, 1, 1， 6, 1， 1, 1， 1， 6, 1, 1，…] 

5 

17 

[4, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8, 8， …] 

1 

19 

[4, 2, 1, 3, 1，2, 8, 2, 1，3, 1，2, 8, 2, 1，3, 1，2, 8,…] 

6 

23 

[4, 1. 3, 1，8, 1, 3, 1，8, 1, 3, 1,叭 1，3, 1，8, 1,…] 

4 

29 

[5, 2, 1，1, 2曹 10, 2, 1，1, 2, 10. 2, 1, 1，2, 10, 2, 1, 1 ，…] 

5 

31 

[5, 1，1, 3, 5, 3, 1，1, 10, 1, 1，3, 5, 3, 1, 1, 10, 1，1,…] 

8 

37 

[6, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12，…] 

1 


國 


•回到前面的问题，我们对出现重复的连分数能推导出什么.先从一个简单的例子着手. 
设数的连分数为 ， 

A = [a,b,b,b,b,b,b,b,-']. 

表 40. 1包含了几个这种类型的数，如75■和可表成 

故真正要做的是确定连分数 

B = [t ， 6,6,6,6,6 ， H"] 

的值. 

和4一样， B 的第一项提出之后可以表成 


[b,b,b,b,b,-r 

嗨，你瞧！”分母 [6, 6, 6, 6,…]就是 B 自己，于是 



两边同乘 fi 得护 =6 S + 1, 再由二次公式解得 

8 -2^ . 

(注意我们用的是加号，因为 S 要求是正的 .） 最后，计算4的值 
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2 

b + /6 2 + 4 

2 . /6-7^~74\ 

6 + >/6 2 + 4 I 厶一 ^ b 1 +4/ 

b - -/ b 2 +4 
2 

2 a - 6 yPTT ( _, 

= ~2~ + — 2 ~• 1342] 

总结一下我们的计算，它包含了两种有趣的特殊情形. 

命题 40.1 对任意正整数 a 和6,有连分数 

^°2~ ^ + = [ a ， b ， b , b , b , b ， b , b ，•••]• 

特别地， 取 a = b 时有 

b +y/b +4 = 6 , 6 , 6 , 6 , 6 ,-*] , 

取 6=2 a 时有 

</ a 2 + 1 = [ a ,2 a , 2< j , 2 a ,2 a , 2 a , 2 a , 2 a ,• 

如果一个连分数以更复杂的形軍复会怎样？可以通过举例试着得到某些启示.假设4 
的连分数为 

A = [1,2 ,3,4,5,4,5,4,5,4, 5,-]. 

其中随后的项仍是4和5交替出现.首先要做的是将非重复的部分分开， 

>4=1+ - - - . 

2+ -^- 

3 + [4,5,4,5,4,5,4,5 ，…] 

于是现在要做的是算出纯周期的连分数 

B = [4,5, 4,5,4,5,4,5,4, 5,-] 

的值.（一个连分数称为是纯肉期的是指它从一开始就重复. ） S 可表成 

B = 4•+- jp - . 

5 + [4,5,4,5,4,5,4,5,4,5，".] 

和前面的例子一样，最底下的分母等于 S , 于是有 

， S = 4 + —-— 

5 +-|- 画 



化简这个复杂的分数得到关于及的方程 
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[3441 


5=4 


= 4 ■ 


用 5 B . 


_B _ 鱗 21B +4 
5B + 1 5B + 1 = 55 + 1* 

。十 I B 

叉乘、移项，并作一些代数运算后可得方程 

5B 2 - 20fi - 4 =0, 

由二次公式得 

20 + 7400 + 80 _ 10+2 ^30 
10 = 5 * 

接着，将0的值代入前面的式子，运用初等代数重复进行通分、合并和化简得>1的值. 

, 1 1 t 1 
•4=1+ -:- = 1 +--- 


+ B 


10+2 v^O 


10+2 -/30 


35+6 ^30 
10+2 730 


2 t 10 +2 y^O 
35 + 6 V 50 
35+6 ^/30 . 115 


80 + 14 y /30 
35+6 v^O 
20 V 30 


80 + 14 80 + 14 ^30 

最后，对 4 的分母进行有理化，分子、分母同乘80 -14 #，得 
A _ 115 +20 ,/30 . f 80 - 14 V 50\ 800 - 10 y ^0 

" 80 + 14 y/30. 

如果做过习题 39. 10, 试输人 

80 - y/30 


^ 80 - i '4 V 5 o \ 
\ 80 - 14 v ^ O / 


80 - ylo 


520 


52 


运行程序，验证确实得到了连分数 [1，.2, 3, 4, 
一个连分数称作是周期的，如果它形如 

[«i ， a 2 , … ,a t ,b, ， 6 2 ,… ,b n ,b, ,b. 


1. 433+130 277 402 852 670 489…， 

4, 4, 5, . 




换言之，它是周期的，如果在开头的一些项后，不断重限项构成.重复项的个数 
m 称为周期.例如， 在 =[1，2, 2, 2,…]有周期 1, ^=[4, 1, 3, 1, 8, 1,3, 1, 
8,…]有周期 4. 其他的例子在表 40.1 中给出.一个让周期性更显而易见的简便记号是在 
重复部分的上方划一条横线，表示它无限重复.如 

80 - vio 


^ = [1,2], V 53 = [4,1,3,1,8], 


52 


[1，2,3,4,5]. 
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类似地，一般的周期连分数写成 _ 

— , b m ]. 

我们举过的例子显示下述定理可能成立.我们证明第一部分，第二部分的证明留作（具 
有挑战性的〉习题. 

定理 40. 2( 周期连分数定理} 

U) 设>1有周期连分数 _ 

/I = [ a ,，。，...、』,/ 〆 .-』，]. 

则 >4等于形如 

i - l + Wr 


的数，其中 >■, s, t, D 为整数且£»>0. 

(b) 设 r, t, Z? 为整数且 D>0. 则数 


；yo 


有周期的连分数. 

证明 （ a ) 先对纯周期连分数 


证明. 写出前 m 步，我们发现 

B = 6, +- 


B = [H“ 人] 


b . 


b 2 


- [ m ] " 5 

现在化简右边的式子，即反复通分及合并同类项，将8看作变量而将6,， …， 6„看作数. 
经多步代数运算后，方程最终化简为 

„ uB + v , _、 


其中 U ， 《;，《;, z 为依赖于6,, &,•••，\的确定的整数.而且，«>，》, z 显然都是正 
数，因为<>,,\，…，6»是正的. 

为说明这个过择，对 m =2的情形作具体运算. 

B (6,fc 2 + 1)B + b , 


b 2 B 


b ' + ： ~~ f = 6 ' + MTT = 6 ' 

+ 8 - V - 

回到一般情形，对方程 （* )进行叉乘并移项得方程 

wB 2 + (2 - u)B - v = 0. 

由二次公式得 


b 2 B 


-(z - u) + y(z - u ) 2 
2^ 


13451 
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所以 S 形如 

„ i + j/D 
B = fc ， 

_ 其中 i , /, t D 为整数且 D >0. _ 

回到原先的数 /• =[七，…， a f , 6,, ，…， t „] ,它可写成 

„ 1 1 
A = °t - ； - = °i + - i - 


+ 1 
i f jVP 


再次反复通分、合并、化简，最终可得>1的表达式，形如 
A = e +/在 

其中 e , /, g , fc 为 整数. 最后，分子、分母同乘 g .- ft #, 将4的分母有理化得 >4形如 



其中 r , •*, * 为整数.这就完成了周期连分数定理 40.2 中 （ a ) 部分的证明. （ b ) 的证明留作 
(挑战性的）习题 40. 10. □ 

的连分数与佩尔方程 

一个连分数的收敛项构成一列越来越接近于该数的有理数.例如，#有如下连 分数： 
Vfl = [8,2,2,1,7,1,2,2,16], 

它的前几个收敛项是 

17 42 59 455 514 1483 3480 57 163 117 806 292775 
T , T , T , 5 T , ^ , T 7 T , 413" , "6784~ , l 398 r , 34746"' 

如果 p /9 是 A 的一个收敛项，则 

从而 

<1 9 

乘以 〆 后上式意味着我们会期望 〆 相当接近于 D 9 2 . 表 40.2 对的前几个收敛项列出了 
差 〆 _恥 2 的值. 

在表 40.2 的众多数据的显著特征中，我们挑出了最后一栏中出现的貌似平凡的数 1. 
它在右边第二行且反映了事实 

3480 1 - 71 . 413* = 1. 

于是 / H " 的收敛项3480/413提供了佩尔方程 

x 1 - 71/ = 1 

的一组解（3480 , 413). 这暗示了#的收敛项与佩尔方程= 1之间的联系. 
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表 40. 2 / TT 的收敢项 p /(7 







































在第30章和32章中，我们仔细、完整地证明了佩尔方程 
x 1 -Dy 1 = I 

总 有解. 但如果回顾第32章，会看到证明并没有提供真正求出一个解的有效方法.因此， 
如果7^的收敛项能用于求解佩尔方程，那将是非常有用的. 

■ AT 的连分数 

-/TI = [8,2,2,1,7,1,2,2,16], 

周期为8,而成为佩尔方程解的收敛项为 

[8,2, 2,1,7, 1,2,2] = 

简单地检査一下表 40. 1会发现平方根#的连分数有许多特点 e . 下面是几个具有中等 
大小周期的例子. 

/73 = [8,1,1,5,5,1,1,16], 周期=7 

VS9 = [9,2,3,3,2,18], 周期= 5 

V9T = [9,1,5,1,1,1,1,1,1,5,1,18], 周期=11 

对 Z )=71, 作为佩尔方程解的那个收敛项是这样得 到的： 移开上划线并去掉最后一项.试着 


对0=73,/)=89和/)=97也这样做.结果见表 40. 3. 

表 40. 3 的收敛项与佩尔方程 



[a, b lt b 2t —, U =々 

P 2 -oe 


[8, 2, 2, 1, 7, 1, 2 , 2]= 苦 

3480 2 -71 -413 2 =1 

/?3 

t«, 1. 1, 5, 5, 1, 1]= 帶 

1068 2 -73 • 125 2 = - \ 


[8, 1, 7. 1] 

80 2 -79 «9 2 =1 

V9T 

[9, 1, 5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 5, 1] =尝 

5604 2 - 97 • 569 2 = - 1 


这看上去很有 希望. 我们没有在所有情形下都得到佩尔方程的解，但要么求得了佩尔方 


© 习题 40. 9描述了#的连分败的各种特殊 性质. 在看这个习埋前 ■, 先试着自己去发现. 
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程 P 2 - iV = i 的一个解，要么求得了类似的方程 p 2 -/ V =-1 的一个解.而且，当的周 
期为偶数时取正号，当的周期为奇数时取 负号. 概括成定理如下. 

定理 40. 3设为正整数且非完全平 方数. 将的连分数记为 

/D = [a ， 6"fc 2 ， … UJ ， 

并令 

— = [ a , 6, ,6 j ,— 

9 

则 （ P , 9) 是方程 

P 1 - Dq 1 = (-1)" 

的最小正整数解. 

我们不给出定理 40. 3的证明，因为该放下对连分数的付论而转向另外的主题了.如果 
读者有兴趣看这个证明，可以在丢番图的《高等算术》的第4章和许多其他数论教科书中找 
到.我们以最后一个观察和一个巨人们 e 的例子来结束本章. 

我们的观察涉及当定理 40. 3给出的是 - Dy 2 = -1 的解时如何求解 - Dy 2 =1. 换言 
之，当 y ^=[ 0 , b ,7 bjb :_” 1 且 m 为奇数时，我们能做什么？先前的工作提供了 
答案.回忆一下，由佩尔方程定理 30.1 知，如果 （*,, y ,) 是方程 * 2 - i > y 2 = l 的最小正整数 
解，则每个其他的解: n ) 都能由最小解经公式 

** + = (*i + ri Vd)*, fc = 1,2,3,— ( * ) 

计算得到.这个公式成立的理由是 

*» - Dy ] = (* 4 + y , / D ) (* 4 - y k -/ D ) 

= (*. ”肩 *(*■ - y 、 術 
= (*? - Dy \) 1 

=1 因为已假定*〗 -/>/ = 1. 

假设(*,， ： T ,) 是* 2 -办 2 = -1_的一个解，用 （*) 式计算(％, m ), 得 
4 - Dy\ = {x\-Dy\) k = (-L)*. 

于是 A 为偶数时，可得到佩尔方程/-办 2 = 1的一个解. 

你看出我们的问题如何被解决了吗？假设定理 40. 3中的 m 为奇数，则 (. p ， 9 )满足 〆 - 
Dq 2 = - 1. 然后，只需计算平方 

( p + q ^ D ) 2 = ( p 1 +, J D ) +2 pq^D 

就可找到所求的的解 （ p 2 +^ i ), 2 pq ) , 这最终给出了在任何情形下求解佩尔方 
13501程的有效方法. 

定理 40. 4( 连分数与佩尔方程定理1 记的连分数为 


© 巨人们的学习是很不全面的，只学伦理、历史、诗歌和数学，但必须承认，他们在这几方面还是挺 撩长的 
(《格列弗 游记》 第2 章： 7, Jonathan Swift) 
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-/D = [ a , 6, ， b ” … 人“人], 


并令上= [ a , \ , 6” 


的最小正整数解为 


(*| .'yJ 


则佩尔方程 

- Dy 1 = 1 

f ( p , q ) 若 < n 为偶数， 

l ( p 2 + q t D , 2 pq ) 若 m 为奇数 • 


其他所有的解均由公式 


给出. 


y^/D = (*, + y , -/ D )\ k = 1,2,3,-- 


我们通过求解一个似乎乏味的佩尔方程 

x 1 - 313 y 2 

来结束对连分数世界的探索.的连分数为 


7313 = [17, 1,2,4,11,1,1,3,2,2,3,1,1,11,4,2, 1,34], 
按定理 40_4 所述，去掉周期部分的最后一个数字，即 34, 并计算分数 
126 862 368 


7 170 685 


[17,1,2,4,11,1,1,3,2,2,3,1,1,11,4,2,1]. 


周期 m 等于 17, 故 （/», q ) =(126 862 368, 7 170685) 满足 

126 862 368 1 - 313 • 7 170 685 1 = - 1. 

为求出佩尔方程的最小解，根据定理 40. 4, 计算 

/ + q l D =126 862 368 2 + 7 170 685 J . 313 = 32 188 120 829 134 849, 
2 pq =2 - 126 862 368 * 7 170 685 = 1 819 380 158 564 160. 

于是 * 2 -313 y l = l 的最小解 0 为 

(*, y ) = (32 188 120 829 134 849,1 819 380 158 564 160). 

如果要求下一个最小解，只需对 


32 188 120 829 134 849 + 1 819 380 158 564 160^/313 

平方即可得答案 

(*, r ) = (2 072 150 245 021 969 438 104 715 652 505 601, 
117 124 856 755 987 405 647 781 716 823 680). 


习题 


40.1 求下述各周期连分数的值.将结果表示成^^的形式、其中 r , s , q D 为整数 ,就像在课本中计 


0如第30章中所注，这个解由布朗科 （BrounckM) 在 1M7 年发现.现在你知道了在计算机出现之前，人们是如何 
找到那么大的解的 ■. 
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算[1，2, 3, ?71]的值为?一样. 


(a)tT7~27 

*3] =[1, 2, 3, 1, 

2, 3, 1, 

2, 

3, 

1, 

2, 3, •" 

] 

(b)[l ， 1 ， 

2, 3] =[1, 1 ， 2, 

3, 2, 3, 

2, 

3, 

2, 

3, 2, 3, 

2, 3, 2,… ] 

<o)[l, 1, 

1 ， 3, 2] =[1, 1, 

1, 3, 2, 

3, 

2, 

3, 

2, 3, 2, 

3, 2,…] 

<d)[3, 2, 

7] =[3, 2, I, 2, 

1, 2, 1, 

2, 

1, 

2, 

1 ， 2 ， 1 ， 

2,-] 

(e)[l, 3, 

*5] =[1, 3, 5, 1, 

3, 5, 1, 

3, 

5, 

1, 

3, 5, 1, 

3，. 5,…] 

(f)[l, 2, 

1, 3, 4] = [1, 2, 

1, 3, 4, 

1 ， 

3, 

4, 

1, 3, 4, 

1 ， 3, 4,…] 


40.2 求下述各数的（周期>连分数.周期为多少？ 

(b)t±^ (O^ 


40.3 在周期连分数定理 40. 2 的证明中，我们化简连分数 [6,, 6 2 , 得 
( a ) 对 [A,, 卜，忍] 作类似的计算，并将它写成 



mu 


其中 u，I；, W , 2由含6,, 6 2 , 6 3 的式子确定. 

(b) 对 [6 M 6 2 ,卜，匕， tf] 重复 （a). 

(c) 观察 （ a )、（b) 中的结果 . », «；, ^的表达式看起来像吗？（提 示： 将它们与分数 [6,, b 2 ] t 
[~,卜，卜]和[卜，6 3 , 6 4 ]相 比较. 它们是 [6,, fc 2 , fe 3 , …]的收敛项.也可参看 
表 39. 2.) 

(d) 更一般地，当连分数 [6,, 6,,…，6^ B] 化简为 


[m 


U _ B + 


时，说明 数％， 〜是如何由收敛项!>,, 6 2 , 6 3 , 
表示的，并证明你的叙述正确. 




k] 来 


40.4 命题 40.1 描述了连分数展开式为 [a, 石]的数. 

u> 作类似的计求出连分数展开式为 [«, 的数 • 


(b) 如果在你的式子中令 6 = c , 能得到与命题40_1所述相同的结果吗？（如果你的回答是“不”，那 
么 （《) 中有错！） 


(<：) 当<«, <•, c 为何值时， （0 中的数形如其中*, D 为整数 ）？ 

(d ) 当4, c 为何值时， （a) 中的数等于某个整数 i) 的平方稂#? 

40.5 由定理 40.3 知，如果#的连分数的周期为奇数，则可求出 -1 的一个解. 

(a) 在2霉0=520且 i) 为非完全平方数的数中， 哪些# 的周期为奇数，哪些#的周期为偶数？你看 
出某种模式了吗？ 


(1>)设 p 为满足 2«p>S40 的素数，对斤回答与 （a> 中相同的 问题. （提 示： 参看表 40.1.) 

(c> 写出无限多个正整数 /) 使#的周期为奇数.对每个0值，求出方程* 2 -i)〆 = -1 的一个解. 
(提 示： 参看命题 40.1.) 


(d> 写出无限多个正整数 D 使#的周期为偶数.（提 示： 利用习题 40.4( d> 的结果 .） 
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A 40. 6 ( a ) 编写一个程序，输人正整数 Z )， 输出一列数[«，6,,…， 6 m ] 使得#的连分数展开式为[«， 

b " 对介于 >2和50之间的非平方数 Z ), 应用该程序打印一张的连分数表. 

( b ) 推广 （ a )， 编写一个程序，输入整数 r ， 5, D , 其中^>0, D > 0 t 输出一列数 

[ fl " …，〜， V ，.••人 ] 使得' r ^ = [ a , ，•••，&_]. 

对介于2和50之间的非平方数/)，应用该程序打印一张 （3 +2/ D )/5 的连分数表 • 
fl 40.7 ( a ) 编写一个程序，输入一列数 [6,, … •，6 J , 输出纯周期连分数 L ] 的值.输出值要 
表示成 （ r , I D ) 的形式，其中连分数的值为 （r + * v ^)/ Z : 

( b ) 运用 （ a ) 中的程序计算下述各连分数 的值： 

[ njlJ ] Ai ^] Ji t 2；3 f 4] Al 9 2 t 3^5] AK 2 f 3,4]5 f 6]. 

( c ) 扩展 （ a ) 中的程序使之处理非純周期的周期连分数.换言之，输入两列数 U ,， …， 和 

!>,，…，匕]，输出 [ a ,, •••，、〜， b lf b 2t 的值. 

( d ) 运用 （ c ) 中的程序，计箅下•述各连分数 的值： 

[6,5, 4,3,2, f ], [6,5 ,4,3, M ],[6,5,4,[6, 5,1,2,3 1 4], [6, 1,2,3 ,4,5]-. 

A 40 * 8 编写一个程序，用连分数的方法求解佩尔方程如果显示/-办 2 = -1 有解，将这个方 
程的解也列出来. 

( a ) 对所有介于2和20之间的非平方数£>,应用程序求解佩尔方程.根据表 30. 1( 第141页）验证你 

的结果. . 

( b ) 对所有介于76和99之间的非平方数/?,.应用程序求解佩尔方程以扩充表格. 

40.9 (难题）设/>为正整数且非完全平方数. 

( a ) 证明的连分数是周期的. 

( b ) 更确切地，证明的连分数形如 

界： 0， n -，6 j . 

《 c ) 证明 6 M =2 a . 

( d ) 证明数列6,，6 2 ，…，纥_ ，是对 称的，即从左到右和从右到左是相同 M . 

40.10 (难题）设 h Z ) 为整数且£)>0, #0,设 



证明 >4的连分数是周 期的. （这是周期连分数定理 40. 2中的 （ b ).) 







第 41 章生成函数 

能力测试、智力测验以及那些无处不在的小学数学作业中充斥着这样的问题 e : 

序列中下一个是什么数？ 

23, 27, 28, 32, 36, 37, 38, 39, 41, 43, 47, 49, 

50, 51, 52, 53, 56, 58, 61, 62, 77, 78, _? 

数论中随处可见有趣的序列.在我们的探索过程中已经见过很多了，比如说 
自然数0,1,2,3,4, 5,6,- 
平方数 0，1，4,9,16,25,36广. 

斐波那契数 0，1,1，2 A ,5,8,13,21,_， 

我们也看到，序列可以用各种形式.描述，例如，用诸如 
s, = n 2 

的公式或用诸如 

F, = f,., + F n . t 

的递归公式来描述. 

这两种描述序列的方法都很有用.既然序列由无限长的一列数组成，要是有办法将整个 
1355] 序列塞到一个包里就好了.我们用幂级数来构造这些包. 

例如，可以把自然数序列0,丨，2, 3,…包在幂级数 

0 + 1 • * + + 3* 5 + 4* 4 + 5* 5 + •- 

中，可将斐波那契序列0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,…包在幂级数 

0 + 1 • * + 1 • * 2 + 2* 5 + 3* 4 + 5* 5 + 8* 6 + - 

中 .一 般地，任何一个序列 t 

a 0 , 夺 | ,a 1 ,a 3 ,a i ,a i ，― 

都可包进幂级数 

/!{*) = a 0 + a,* + ia 2 * 2 + a 3 x 3 + a 4 * 4 + a s x s '+ ••-, 

该幂级数叫做序列 a ,, a 2 , a 3 , …的生成 函数. 

除了提供了一种不太方便的方法来列出序列中的项外，生成函数还有什么优点？答案就 
在这个有力的词“函数”中.生成函数 M *) 是变量 * 的函数，也就是说，可以代入一个*的 
值（如果幸运的话）得到一个 4(*) 的值.说“如果幸运的话”是因为，正如你学习了微积分后 
所知道的，幂级数并非对每个 * 的值均收敛. 

为说明这些想法，先考察全部由1构成的似乎不太有意思的序列 3 


e 这个问 a 只适用于棒球迷.答案在本聿的 最后. 

© 本章中，这*有趣的序列以0开始比以1开始更方便. 

9 如果智力测验要问像这样的序列中的下一项，那么我们的智商都可以达到200! 



生成函教 


1 , 1 , 1 ., 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , •••» 


235 


它的生成函数 G (*) 为 

G (*) = 1 + x + x 1 + x 3 + x 4 + X s + •••. 
由微积分中的比值检验法 e 可知，如果 



则该级数 收敛. 你肯定已经认出了 G(*) 是等比级数或几何级数，也可能记得它的值，但万13561 
—你忘了，下面是一个用于求几何级数的值的好方法. 

xG(x) = *( 1 + * + * 2 + X 3 + x 4 + X s +1 •••) 

= x + x 1 +,x 3 + x 4 H；.* 5 +*• + ••. 

= ( 1 + * + * ? + * 3 + * 4 H- * + X* + •■•) - 1 

= G(*)-1. . 

于是* G(*) =G(*) -1，解这个 CU.) 的方程得 

_=占 

这证朋了下述公式. 


几何级数公式 


1 + +: 3 + x * + ••• =* 7 ^—, 

1 -X 

\ x \ <1 


序列 1, 1, 1, 1, …太单调乏味了，因此我们转向自然数序列 0, 1, 2, 3 ，…， 它的 
生成函数为 

N(x) = x + 2x 2 + 3x 3 + 4x* + 5x 5 + 6x ( + 

由比值检验法知，如罘 

则扒 *) 收敛. - 

我们想求一个 JV (*) 的简单公式，它类似于的公式.采取的方法是从几何级数公式 

1 + * + * 2 + * 5 + * 4 + + ••• = — ^— 

1 - * 

出发，再用一点微积分知识.如果上式两边求导，则可得 

0 + 1 + + 3a: 2 + 4x 3 + 5x 4 + ••: = -J~) = — - ~~ 

策后去成 <»*' 1 - XI (1 -*) 

等式两边同乘*得 

' N(x) = x+2x 2 +3* 3 +4* 4 +5* 5 +6xi + - = — 圆 

(1 - *) 

© 回 忆一下 比值检 验法： 级数…在比值的极限於= 1 ^1；1 小于1时收敛. 
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圓 


如果两边再求导并同乘*,则可得序列 Q .， 1，4, 9, 16, 25,…的生成函数 
S ( x ) = x + 4 x 2 + 9 x 3 + Id * 4 + 25* 5 + 36 * s + … ’ 


的公式.于是 


. dJV ( x ) 

dx 


S(x) 


•) = * A 


d *\ (1 - *) 2 


4 x 2 + 9 x 3 + 16 x 4 + 25* 5 


/(I 


现在来看斐波那契序列0, 1，1, 2, 3, 5, 8', • •，及它的生成函数 
F(x) = F,x -t- F^x 1 + Fj* J + F 4 x 4 + F s x s + F t x 6 + ••• 
=x + ' x 2 + 2 x x + 3* 4 + 5 * s + 8** + 13* 7 + •••. 


如何求出 f (*) 的简单表达前面用的求导技巧似乎不管用，因此我们利用递归公式 


F . = + 

用 + F , 代 替心， 用匕 + f 2 代替 f 4 , 如此下去,.可将 F ('*) 写成 

F ( x ) = F,x + F 2 x l + F 3 x 3 + F 4 x* + Fj * 5 + … 
= F,x + + (Fj + F ,)* 3 + (f 3 + F 2 )x* + (F 4 + F ,)* 5 + 

暂时忽略前两项，按下述方式重新组合其余项： 


(F 2 + F,)x 3 + (F 3 + F 2 )x* + (F 4 + ^ 3 )* 5 + (^6 + F 4 )* 6 + .... 
t _ I _ I _ t 

as 項合在 一12 

可得 ‘ 

. F(x) =F,x + F 2 x 2 + | F,* J + F 2 x* + F,* 5 + F t x 6 + - | 

+ { + F 3 * 4 + + F s x 6 + … | • 

现在观察到第一个花括号里的级数几乎等于开始的生成函数 F (*〉， 更确切地说，它等 
于类似地，第二个花括号里的级数等于去掉首项心/.换言之， 

F(x) = F,x + FjX 1 + \F,x 3 + F 2 * 4 \F i x i + F^x* + *-.( 

s= F ( x + F t x 2 + * 2 \F,x + F lX J + - [ *x\F t x 2 + f,* s + … 

nil 

由 = 1, f 2 = 1 得 

F(x) = x+x 1 + x 2 F(x) *x(F(%) -») 

=* + x 2 F(x) + xF(x). . 

求解这个 F ( x ) 的方程可得下面的漂亮公式. 


斐波那契生成函数公式 

x + x 2 + lx + 3* 4 + 5* 5 + 8** + …= 
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我们可以运用斐波那契生成函数公式及微积分中学到的部分分式法来重新导出第1个斐 
波那契数的比内公式（定理 37.1). 第一步是利用二次公式求出多项式1 的根.根为 


-1 ±yJ 
~2~ 


,它是 


a = 和”甲 

的倒数 e . 因此可分解多项式为 • •' 

1 - x - X 1 = (1 - a*)(l - fix). 

部分分式法的思想是将函数;分解成两个部分 的和： 

1 -x -X 

X = A B 

1 - a : - jc 2 1 - ax + 1 - px 9 

这里需要求出 >1 和的确切值.为此，两边同乘1 -% 2 去掉分母得 

* = A(l - fix} +B(i - ax). 

(记住 1 - x - x 2 = (1 -ax)(l -px ).) 整理得 

x - (A + B) - ( A /3 + Ba)x, 

要使左边的多项式欠等于右边的多项式，必须使1 S 的取值.满足 
0 = /I + ^ 

1 - - Ap - Ba. 

很容易解这两个关于未知量4和的方程(祀隹《和/3是特定的数）.求得 


A = oT-p' B = fi-a， 

由 a = (l +^5)/2, )8 = (1 -75 V 2 得 

A= k B=_ ^. 

综上所述，我们求得了部分分式的分解式 . 

这样，我们用两个简单表达式的和代替了复杂函数 <(1 如果这是微积分课本， 

现在就会让你计算不定积分,你会利用部分分式公式计算 


= -^-log I 1 -<wl + -J^log I 1 - 办 I + C. 


(3591 


e 注意黄金比 （第 1!« 页）是如何央然出现的丨这 不味怪 ，'因为我们在第37章看到斐波那契序列和黄金比+宙切 
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然而，这不是微积分课本，是数论课本.我们观察到部分分式分解式中的两个部分可以 
[3601 利用几何级数进行展开 

— = 1 + a* + (a*) z + ( ax) 3 + (a*) 4 + — , 

I - ax 

- r ^- z - = 1 + fix + ( fix) 1 + (J8*) 3 4- OS*) 4 + …. 

I - fix 


+ + + .... 


于是可将函数 */(l -*-* 2 ) 写成幂级数 

1 - x - x 1 = ^/f(l - a*) ~Vj( 1 - jsJ 

= ^ X ^ 

但已知 */(l 是斐波那契序列的生成函数， 

——-~ r = F.X + F ,% 1 + F,x 3 + f 4 * 4 + + F 6 x 6 

\ - X - X 

故比较*/(1 的两个级数可得 

F '- a ~ f ， 。今，心 


分，… • 

代人《和/3的值，又一次得到第 n 个斐波那契数的比内公式（定理 37.1). 


比内公式 


出现在比内公式中的两个数分别近似等于 


注 意丨⑴ 


例如， 


a = » 1.618 034 和 /3 = - - 0. 618 034. 

<1，故 )8 取很髙的幂次时会变得很小.特别地， 


F .= 离最近的整数 
-» (0.447 213 ->'x (1.618 03-〉*. 


f 10 * 55. 003 636, - 75 024. 999.997 334-, 

_它们确实非常接近真实值心。=55和 ^=75 025. 


习题 


41.1 <») 求偶数序列 0, 2, 4, 6, 8, …的生成函数. £«(*) 的•一个简单公式. 
( b ) 求奇数序列 1, 3, 5, 7, 9, …的生成函数 /(*) 的简单公式. 
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(c)E(x 2 ) + W (/) 等于什.么？为什么？ 

41.2 求数列 ^ u 

a , a + m , a + 2 m , a + 3 m f a + 4 m , ■•- 
的生成函数的简单 公式. （若 0 ^a < W , 则这是模/71余(1的非负整数列 • > 

41.3 ( a ) 求第 n 项为 V 的序列'(即序列0, 1, 8 , 27 , 64,…）的生成函数的简单公式. 

< b ) 对序列0, 1, 16, 81,. 256,…的生成函数重复问题_(8)..(该序列的 第 / i 项为》 4 _) 

( c > 如果你有可进行符号微分运算的计算机，或者你乐于用纸和笔作大量计算，求第 I •项为 n 5 的序 
列的生成函数 .a 

< d ) 对第 n 项为 n 4 的序列重复向题 （ c >. 

41.4 设（?（*>=1+* + * 1 +* ] +....为序列1，1，1，1，…的生成函数. 

( a ) 计算幕级数 G(x) 2 的前五个系数. 

< b ) 证明幂级数 G (*) 2 - G (*> 等于其他某个本章中研究过的幂级数 
«. S 设7(*>=* + 3* 8 +6* 3 +10* 4 +〜为三角数序列0'，1,3,6,10,…的生成函数.求 r (*) 的简单表 
达式. 

41.6 本题考察某些项为二项式系数（参见第36章）的序列的生成函数. 


( a ) 求第 n 项为的序列的生成函数的简单表达式. 
< b ) 对第 n 项为的序列回答同样的问题. 

( c ) 对第 n 项为的序列回答同样的问题. 


( d ) 对固定的数 作一 猜想，给出第 n 项为的序列的生成函数的简单表达式. 


( e > 证明 （ d ) 中的猜想正确. 

设为整数， £),(*> 为序列 

0 。(*) = 


2\ 3*. 4 1 , 

D 〆* 〉 = 0^7y 


的生成函数.本章我们计算了 
… 2 
(1 -*)” 


D 2 ( x ) 


习题 41. 3 中计算了更多的例子，这些计算显示形如 


D k (x) 


-x) h 


其中圮 U ) 为某个多项式. 

( a ) 证明存在多项式尸 〆 *)使得'( X )形如(提示：对 A 用归纳法 .） 

• ( b ) 对 *=.0, 1, 2, …列出 ^(0.) 的值并作一 猜想. 证明猜想正确. 

< c ) 对尸 〆 L ) 回答与 （ b ) 中同样的问题. 

( d ) 对导数值6(0、)和/>:(1)重复 （ b ) 和 （ c ). * 

( e ) 你能发现多项式 P〆 *) 的其他什么性质吗？ 

41.8 设 伞为欧 拉函数（见第11章），夕为素数.求序列4)(1)， 4>( p ), 4»( p ), ♦( 〆 ），…的生成函数的简 
单公式. 


41.9 卢卡斯序列 如下 给出： L^l f L 2 =3, L^ L^ x +^. 2 - 

( a ) 写出卢卡斯序列的前 10 项. 

( b ) 求卢卡斯序列的生成函数的简单公式. 

( c ) 利用部分分式法求 k 的类似于斐波那契数' 的比内公式的简单公式. 


13621 
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41.10 写出下述各递归定义的序列的前几项，然后求生成函数的简单公式. 

(a) fl_ = 1 ， o 2 = 2, a n =5a Hml »=3, 4, 5, … 

(b) 6, =1, 6 2 =3, 6. =26,., -26..,, n=3, 4, 5, — 

(c) c, =1, c 2 =1, c 3 =1, c, =4c n _, +llc._ 2 -30 c„. 3 , »=4, 5, 6, — 

41.11 利用生成函数和部分分式法求下述各序列的第 /» 项的简单公式，类似于本文中求得的斐波那契序列 
的第 n 项公 式. （注意这些序列就是上一题中的 序列. ） 务必对前几个 n 值检验你的结果 
(a^a, =4, «2 = 2 * a n = Sa n-i » = 3, 4, 5, ••• 

(b) 6_ =1, 6 2 =3, b n :2b n _ t -26 ■- 2 , n=3, 4, 5, …（提 示： 可能要用复数！） 

(c) c, =1, c 2 =1, c 3 =1, C. =4c # _, +11C...2 -30^ 0 , n =4, 5. ? 6. ? 

41.12 ( a ) 固定整数 A 英 0, 设籽 ( O 是第 ; i 项为 / i n = n 4 的序列的生成函数.用比值检验法求生成函数 //(*)• 
的收敛区间. 

[3631 (b) 用比值检验法求斐波那荚序列 0, 1, 1, 2, 3, 5, …的生成函数 FU) 的收敛区间. 

41. 13序列 a 。， a ,, a 2> 〜，_••有时也包在指数生成函数中， 

x ? ? 戈 4 戈 5 

«o + a l7T + a 2 - + a 3 - + a 4 - + a 5 - + .... 

(a) 序列1, 1, 1, 1，…的指数生成函数是什么？（提 示： 你的答案解释了为什么这种类型的生成 
函数的名称中有指数这个词 .） 

(b) 自然数序列 0, 1, 2, 3, …的指数生成函数是什么？ 

41. 14设 /(*) 为斐波那契序列的指数生成函数 

/ ⑷ ■ 合 + + h 許 . + '备 + /^ + "- 

(a) 求 /U) 和它的导数/(災)及 /(*) 满足的关系式. 

(b) 求/(幻的简单公式. 

41. 15固定整数 iV , 按下述方法生成一列数《。， a ,, 

a 0 = 1° +2° +3° +. + iV° - 

a, = l 1 +2' +3 l +• + iV 1 
a 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 +• + M 3 
a 3 = l 3 +2 3 + 3 3 +-+JV 3 

求该序列的指数生成函数.（我们将在第 42 章进一步研究这些幂和 .） 

第 234 页的序列的解答.本章开头给出的序列 

23,27,28,32,36,37,38,39,41,43,47,49 ； 50,51,52,53,56,58 ,6f ,62,77,78 
中紧接着的四项为 96, 98, 99 和 00, 对那些知道纽约扬基在 1923, 1927, 1928, »…， 1977, 1978, 
1996, 1998, 1999 和 2000 年赢得世界联赛的人来说是显然的.那些不是扬基迷的人也许宁愿完成 
[3641 更短的序列 03, 12, 15, 16, 18, _ . (提 示： 最后丄项前有 86 年的间隔 . > 
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第/»个三角数 

7-. = 1 + 2 + 3 + 4 + — + « 

是前》个整数 的和. 在第1章中我们用几何学求得了八的简单公式 

T - Q . 

" ~ 2 

这个公式在第 2 9章中非常有用，在那里我们描述了所有的既是三角数又是平方数的数. 

T , 的公式如此有用的原因是它将 n 个数的和表示成了一个以; j 为变量的简单多项式. 
換个说法，设 FU ) 为多项式 

F(X) = y ^ 2 

则和 

1+2+3+4 + 

可简单地作为 f ( n ) 的值求得，而乍看之下，这个和要我们将《个数相加. 

现假设不是将前》»个整数相加，而是将前 n 个平方数相加， 

R , = 1 + 4 -f 9 + 16 + ••• + n J . 

我们对前几个值列了一张简表并寻找模式. 



数 fl 3 , …增长得相当快，但似乎不遵循任何 模式. 要看出怎样才能求出这些 
数并不容易.我们将借助于 套叠求 和法.为说明这个技巧，先看下述这个简单些的问题.假 
设要求和 



的值.对这个和，若计算前几个值，则很容易发现模式： 



于是我们猜测 S , 可能等于^ •, 但怎么证明这个结论成立呢？关键是观察到和的前几 
n 

项可写成： 



等等. 更一般地，和的第 i 项等于 
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因此， S , 等于 

5=丄 + 丄 + 丄 + ... + _ I _ * 

° 1.2 + 2.3 3-4 («-D • n 

= (* _ T) + (T"f) + (f ~t) + *" + (^T~t)- 

现在来 b ■看当我们将 最后一 行的项相加时会发生什么.从1开始，接着是紧随其后 

的是故这两项 抵消. 然后是紧摈着是故这两项也可抵消.注意和是如何 

“套叠"的（想象一下望远镜管是如何一个套一个叠起来的），最终只剩下第一项和最后项. 
这证明了公式 

n n 

现在回到求平方和 

13661 fi , = I 2 + 2 2 + 3 2 + …+ >» 2 ’ 

的问题上来.我们观察下述涉及三次方的套 叠和： 

(n + I ) 5 = I 5 + (2 3 - I 3 ) + (3 3 -2’）.+ …+ ((n + I ) 3 - n 3 ), 

一会儿你就会明白为什么这样做.利用求和记号，上式可写成 • 

(« + 1) 3 =1 + ]|((i + l ) 5 ~ i 3 ). 

接下来，用二项式公式（见第36章）将（£ + 1) 3 展开： 

(i + I ) 3 = i 5 + 3 i 2 + 3 i + 1. 

代人套整和得（注意^项抵消了） 

(» + I) 3 = 1 + S (3 * 2 + 3 * + ! ) - 

将和分成三个独立时部分， 

(» + i) 3 = 1 + 3 X + 3 X ^ + I 1 

=1 + 3 R n + 3 T n -+ n , 

已知厂=等于 U 1 + n )/2 ,故可解得 

i «= 1 

_ n -h 3 n 2 + 2 n n ^ n 
= 3 ~ 

__ 2 n 4- 3 n + n 
= 6 ‘ 
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经过许多代数运算，我们的努力得到了一个漂亮的公式 

卩 +2 】 + 3 ! + … + V = 2/ + y 2 ” 

6 

看看这个公式有多漂亮.如桌要计算 

I 2 + 2 2 + 3 2 + 4 1 + - + 9999 1 + 10 000 2 


的值，可将10000项相加，但借助于 ft , 的公式，只需计算 
„ 2 - 10 000 } + 3 - 10 000 2 + 10 0 Q 0 


333 383 335 000. 


现在，做个深呼吸，因为接下来要肴手解决对更大的值&求 A 次幂的和的问题.记 
F ^ n ) = 1* +2* +3* + ― + n * 

为前 n 个数的4次幂的和. 


套叠求和法在计算平方和时发挥了很好的作用，对求更髙幂次的和有同样的作用.先看 
套叠和 ' 

(n + 1)* = 1* + <2* - 1*) + (3* -2*) + …+ (( 11 . + 1)* - n l ), 

用求和记号表示成 


13671 


(n + 1)* = 1 + g ((i + 1)* -*?). 
如前，我们用二项式公式（第36章）将 （i + l > 4 展开 

H - 

最后一项（即 y = fc 的那一项）为 i 1 , 因此与套叠和 中的# 抵消，于是 

i. J jsO \ j / 

调整求和顺序，你瞧，出现了幂和 ^( a ), 


1 ).* 


iOi' 


:子有竹 
! 起见， 

边，得 

1 (; 卜 . 


这个式子似乎涉及了所有我们未知的量，像这样的式子有什么作用呢？回答是它将每个 
&(»), F t ( n ), F 2 ( n ), …与前面的量联系 起来. 为清楚起见，我们将和式中的最后一项， 
即 = 的那一项单独列出，将其余所有的项移到另一边，得 

( j / i ) F “' (n) = ( " + 1) * " 

由于两边同除以 fc 得递归公式 

⑽ = 1^1_斌) 阶). 

我们称 它为心 的递归公式，.因为它将每个心都用前面的项来表示.它在某种程度上类似于 
用于描述斐波那契序列（第37章〉的递归公式，尽管这个公式明显比斐波 JP 契公式复杂 


[3681 
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13691 


得多. 

我们利用这个递归公式求新的幂和公式.在递归公式中取 A = 4 得 

f 3 ( n ) = + 4 ~ " 1 - +{(:)^'。⑷ + (:卜⑷.+ (^卜 .⑷ }■ 

由前面的工作已知 

c， / v m n 2 -V n f/\ d k 2n 3 + 3n 2 + n 
FM) = T n : ——, F 2 (n) = R n = --- , 

而显然等于 

^ >u 

F 0 (n) = 1° + 2^ + ••• + n° = 1 + 1 + ••• + 1 = n. 

^ ' -^- ， 


将 n ( n >, F , U ) 和 AU ) 的值代人得 

❿)= ( —4^ -!{(>■<"> + (>■(») + 0(")} 



71 4 + An + 6 n 2 + 4 /i + 1 - 1 

If A ^ n £ 2 n 3 + 3/ i 2 + n ' 

于是 

4 

n 4 屮 2 n 3 + n 2 

= 4 1 

~ 4 l n+4 2 +6 6- 

例如， 

F 3 ( n ) = 1* + 2 3 + 3 3 + 

•••+„> =，、 2 f +n2 . 

4 


+ 2 ^ 3 3 + 4 - + - + 10 000 - , 100 »° 4 ^ • 10 000 --, 10 000 ^ 

. 4 

= 2 500 500 025 000 000. 

幂和的递归公式很漂亮，因此我们以定理的形式记录下来. 

定理 42.1( 幂和定理） 设&多 0为整数.存在 U _1 次多项式> 4 (尤）使得 
F k ( n ) =. 1* +?* +3* + •••+ «% re = 1,2,3,-, 

这些多项式可由递归公■式 

计算. 

证明 上面我们证明了幂和可申递归公式计算.由递归公式 易知幂 和为多项式，因为每 
个相继的幂和都是多项式 （x + \ ) k ~ 1 加上一些它前面的幂和的倍数. 

余下的只需证明心（尤）的次数为 fc + i . 我们采用归纳法.首先，注意到6(尤）=尤，次 
数为 1. 现假设 AU ) 的次数为 L + l , i =0, 1, 2, > n - I . 换言之，假设已经对小于 m 

的所有值*都完成了证明.在递归公式中取 k=m + l 计算得 



幂 和 


245 


第一部分形如 ， 



另一方面，由归纳假设，对每个 i =0, 1,…， m -\, 可知广乂尤）的次数为 i + l , 故和式中 
的多项式的次数至多为 m . 这说明第一部分中的太" + 1 不会被其他任何项抵消，因此 F „(； T ) 
的次数为 to + 1. 归纳证毕. 口 

我们计算了幂和多项式 , 

F ,( X ) = ^-( X 2 + X ), ' 

FAX ) = 4-(2尤 3 +3 X 2 + X ), 

6 

F 3 ( X ) = ^-( X 4 +2 Jf 3 + X 1 ). 

现在该计算接下去的几个幂和多项式了，转到习题 42.2, 利用递归公式计弇 F 4 U ) 和心（义). 
一定要验证你的答案. •• 

下面给出了后面几个幂和多项式. 

F 6 ( X ) = ^(6- V 7 + 21 X 6 + 21 X 5 - 7 X 1 + X ) 

F 7 ( X ) =占(3妒 + 12 X 1 + UX 6 - IX * + 2 X 1 ) 

F t ( X ) = ^(10^ +45 A ：* +60 X 1 - 42 X S + 20 X 1 -3 X ) 

F 9 ( X ) = ^(2 X ,0 + 10 A - 9 + 15 A * - HX 6 + 10^ 4 - 3 Jf J ) 

F , 0 ( X ) = ^(6 J m + 3林'°、+ 55/ t 66 X 7 + 66 X s - 33 妒 + 5 Z ) 

可以利用这些结果寻求模式，并验证猜想. 

三维数模型 

在数论和几何学的工作中，我们已 4 经研究了各种数的模型，比如三角数和平方数（第1、 
2章）甚至五角数（习题29.4>.三角形、正方形、五边垠都是平面图，即它们可以位于一个 
平面上.而我们生活在三维空间中，所以该看看三维数 模型. 我们将建立以三角形为底的棱 
锥，如图 42.1 所示. 

这种立体模 ffl 的数学术语是四 面体. 定义第 n 个四面数为 n 层四面体中点的个数，并令 
T . =第/»个四面数. 


麵 
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图 42 .1 四面敎 T 2 = 4 , T 3 =10, T 4 =M 


该图说明了四面数是如何形成的. 

T, = 1, 

Tj = 4 = 1 + 3, 
r } •= 10 = 1 + 3 + 6 , 

T 4 = 20 = 1 + 3 + 6 + 10. 

要构成第五个四面数，我们需要在俞一个四面体的底部再加一个三角形.换言之，要对前一 
个四面数加上下一个三 角数. 如畢还不清楚，看看 T , 是怎样由前四个三角数 （1,. 3, 6, 10) 
相加而 得的. 因此，要得到 T s ， 可令 T 4 加上第五个三角数乙=15,可得 
T , = T 4 + r 5 = (1 + 3 + 6 + 10) + 15 =35. 

一般地，第/»个四面数等于前《个三角数 之和： 

T. = 7 1 ! + + r, + ••- + T„. 

已知第 n 个三角数7\为 


故相加可求 T , 的公式 


13721 


T . 


/ = 1 j=t ‘ c 7-) z 


为完成计算，我们利用幂和公式，特别是前〃个平方数之和的公式，可得 

n + 3 n 2 + 2 n 


t H 


有趣的是，四面数可分解成 


T. 


n(n + 1)(/1 +2) 
6 


于是第 n 个三角数和第 a 个四面数可利用二项式系数表示成 

叫% + 1 卜叫% +2 ). 

换言之，第^个二维棱锥（三角形）有("^ 1 )个点，寧《个三维棱锥（四面体）有 ( n J 2 ) 个点. 
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你认为填满一个四维棱锥需要多少个点呢？ 

习题 


42.1 本章中我们用套昼和证明了 &.= + + ^ JT 4 + rrs + ^ + ( n 等于 1 用归纳法给出 
这个公式的不同证明. 

42.2 ( a ) 用递归公式求多项式 F 4 ( AT ). —定要通过计算&(1)， F 4 (2) 和> 4 (3)验证你的答案，证明它们 

分别等于 1，1+2 4 =17和 1 + i 4 +3‘ =98. 

( b > 求多项式匕（幻并像 （ a ) 中一祥加以 验证. 

42.3 ( a ) 证明^ (幻的首项系数为^ p 换言之，证明 F 、 k ( AT ) 形如 

F k (X) = + aX k + bX k ~' + •••. 

( b ) 试求多项式 F 4 ( AT ) 的下一个系数（即 f 的系数）的类似公式. 

( c ) 求多 项式匕 （幻的项的系数公式. 

42.4 ( a ) f \(0) 的值为多少？ 

( b ) F 4 ( -1) 的值为多少？ 

( c 〉 利用 （ b ) 证明： 如果 p 为素数，则 

1* +2* + …+ (p - 1)* ^Oimodf). 

( d ) &( -1/2) 的值为多少？更确切地，尝试找出一大类 * 值，由 S 们猜出（并证明 -1/2) 的值 • 
42.5 证明著名等式 

(1 +2+3 + - + n ) 2 ^ I 3 + 2 3 + 3 3 + …+/ 1 3 . 

42.6 多项式 F 4 ( X ) 的系数为有理数.我们想乘以某个整数来去除所有的分母.例如 

F t (X) = y x2 + T X ^ F ^ X) = T x3 + T x2 + \ X 、 

所以 2 • 幻和 6 • '( X ) 的系数均为整数. 

U ) 证明 

(“1)! -F k (X) 

的系数为整数. 

( b ) 由本章的例子易见 （fc + 1)! 通常比去除 F 4 ( X ) 中系数的分母所需的数大得多.你能找出分母的 
模式吗？ 

42.7 以正方形为底的《层棱锥需尸 2 (11>个点，因此 F 2 ( n ) 是第; I 个 正四棱锥数. 第29章中我们发现了很 
多既是三角数又是平方数的数.寻找既是四面数又是正四棱锥数的数.你认为这样的数有有限多个 
还是无限多个？ 

42.8 ( a ) 求前 n 个四面数的和 

T , + T 2 + T ， + …+ T .. 

( b ) 将 （ a > 中的答案表示成一个二项式系数. 

( c ) 试理解并解释下述 命题： “ T , + T 2 十…+凡为在四维空间中构成一个棱锥所需要的点数 . ” 

42.9 第/»个三角数7；等于二项式系数第 n 个四面数 T „ 等于二项式系数这意味着公式 
H + T 一… 可用 t 二项式系数表示为 


13751 
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U ) 对 n =5, 用帕斯卡三角形（见第36章）说明这个公式，将数 G )，( D ， …，圈起来，并将它 
们的和框起来. 

( b ) 用二项式系数表示公式1 +2 +… +n = r A , 并对《=5用帕斯卡三角形像 （ a ) 中那样进行说 


明 .( 提示： (=)=#!•) 

( c ) 推广这些公式，用二项式系数表示二项式系数(^ 1 ), …之 和. 


( d ) 证明（<0中的公式 正确. 

42.10 (针对慊微积分的学生）设多项式 i > c U ) 为 
PoM ^ 1 

接着令 


* 2 + ? 


PM = -^(xP 0 (x )) 9 P 2 (x) =■£ ( 太 />■(*)) ，等等 . 


(a) P 4 U) 等于什么？ /\(1)的值为多少？（提 示： 答案中有些东西要用本章的内容来做 .） 

(b) 多项式/>。（*>为在第14章中用过的几何和 • 回忆几何和的公式为 P〆*) =(/-1)/(*-1)，至 
少要求*# 1. 求极限 

•• - 1 
*— I * - 1 

并验证它的值与 P e (l) 相同.（提 示：利 用洛必达法则 .） 

(c) 通过微分求 P ( (*). 

(d) 求 （c> 中的公式在1时的极限.说明为什么它给出了 '1+2 + … +1 «的值的新证明. 

(*> 对 （c) 中的公式，重复 （c) 和 （d), 求&(*)和*—1时己（*)的极限. 

(f) 对 （e) 中的公式，重复 （c) 和 （d), 求/> 3 (*)和*-*1时 P,(*) 的极限. 

42.11 对固定的整数 A 赛0,设&(»)=1*+^ + 〜 + <^为本章研究的幂和.设 

A ( x ) =序列 ^(0), &(1),尸,（2〉，&(3〉，…的生成函数 
= F,(1)* + F,(2)* J +F,(3)# 3 + 

B ( x ) =序列的生成函数 
= * +2V +3V +4V + 

求有关以*)和 Bb) 的简单 公式. 

42.12 (第二类）斯特林数定义为满足下述多项式等式的整数 su, y): 

x k = 51 - 1)(* - 2) … （ ac-j- + 1). 

J-0 

S(1,0) +5(l t l )*, 故 S(I,0) = 0, 5(1,1) = 1. 

x 2 = S(2,0) + 5(2,1)*+S(2,2)*(*-!) 

= 5(2,0) +(5(2,1) -S(2,2))* + S(2,2)* 2 . 


例如，取 A = 1 得 
类似地， ％ U =2 得 



S (2,0)= 0, 5(2,1) =1, 5(2，1) 二 1. 

( a ) 对 > = 0, I , 2, 3 求 5(3,）） 的‘值，对 >0, 1, 2, 3, 4 求 5(4, j ) 的值. 

( b ) 证明斯特林数满足递归公式 

S(k + lJ ) = S ( kJ - l ) . jS ( k ， j ). 

( c ) 证明斯特林数由下述公式 给出： ’ 

证明： 利用上题中定义的斯特林数可以给出下述 A 次幂之和的明确的公式 

1* + 2* + - + n * ' 客 S /t f (n + -2)."(作 



第 43 章三次曲线与椭圆曲线 


我们已研究过几种不同类型的多项式方程的解，这些方程 包括： 

X 1 ^ Y 1 = Z 1 勾股数组方程（第2、3章） 

* 4 + / = z 4 四次费马方程（筚 28 章） . 

* 2 - Z )/ = 1 佩尔方程（第30、32与仞章） 

它们都是 丢番图方程的 例子.一个丢番图方程是一元或多元多项式方程，我们要寻求它的整 
数解或有理数解.例如，在第2章中我们证明了勾股数组方程的两两互素的整数解由下述公 
式 表示： 



在第28章中我们讨论四次费马方程时得到了不同的结论：四次费马方程无满足 xyz ^ O 的整 
数解.另一方面，佩尔方程有无穷多组整数解，在第32章中我们证明了每组这样的解可由 
基本解的幂获得. 

在下面几章中将 讨论一 类新的由三次多项式给出的丢番图方程.我们对其有理数解尤其 
感兴趣，但也讨论整数解与“模 P ” 的解.二次丟番图方程现已被数学家透彻地了解了，但三 
次方程已经提出很难的作为当今研究课题的 问题. 令人吃惊的是，怀尔斯利用三次方程证明 
了 n ^3 时费马方程 *" +/ =/没有满足 xyz ^ O 的整数解. 

我们将研究的三次方程叫做 拥圆曲 线®. 椭 圆曲线由形如 
y 2 = x 1 + ax 1 + bx + c 

的方程给出，其中 a , 6, c 是给定的，我们要寻找满足方程的有序数对（*， y ). 下面是三个 
椭圆曲线的 例子： 

E i : y 2 - x 3 + 17, E 2 ： y 2 = x 3 + x , E , = x 3 - 4* 2 + 16. 

曲线£,， £ 2 , £ 3 如图 43.1 所示.在接下来的几章中为阐明一般理论我们将多次用到这三个 
例子. 

正如已经提到的那样，我们将研究有理数解、整数解及模素数 p 的解.上 述三: t 例子都 
有整数解， 例如： 

E , 有解（-2,3)，（-1,4)与 （2,5), 

£ 2 有解 (0,0), 

E 3 有解 (0,4) 与 (4,4). 

我们用尝试法找出这 些解. 换句话说，对小数值的 * 验证* 3 + a * 2 +6*+ C 是否为完全平方. 


© 不同于常规的理解， 椭圆曲线不是 椭圆.回忆一下«圆酷似挤扁了的圆，这与图 43. 丨中给出的椭困曲线形状 
完全不同.椭圆曲线是数学家试图计箅椭0周长时首次出现的，那时它们耽有了不甚相宜的名称，它的更精确 
但不那么悦耳的名称为一維尔*. 
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图《.1三个具有代表性的椭圆曲线图 


本章的主题是几何与数论的相互影响..在第3章中这一思想已初露端倪，在那里我们用 
几何中的直线与圆来求勾股数组.简单地说，在第3章中取一条通过单位圆上的点 （-1, 

0) 的直线，然后考察它与单位圆的另一个 交点. 如果所取直线的斜率为有理数，那么第二 
个交点的两个坐标也是有理数.这样就通过点 （-1, 0) 的直线造出许多具有有理坐标的新 
点.我们将使用同样的方法来求椭圆曲线上许多具有有理坐标的点（这种点也简称为有琿 
点〉. 

我们试着把上述思想应用于椭圆曲线 y =* 3 +17. 両一条通过点 P =( 

线，再看 它与尽 的其他交点.例如，斜率为1的直线的方程为 
y - 3 = x + 2. 

为求这条线与的交点，把 ; r = *+5 代人£,的方程，然后去解*. 

/ =* 3 + 17 的方程 

(* +5 ) J =* 3 +17 把直线方程代人 

0 =* 5 - * 2 - 10* - 8 化简方程 

你可能不知道怎么去解一元三次方程 e ， 但本例中我们巳知道它的一个解了.椭圆曲线 A 
与直线都通过点 P =(-2, 3〉，故*=-2是一 个根. 于是，可把三次多项式分解成 

* 3 - * 2 - 10* - 8 = (* +2)(* 2 — 3*-4). . 13781 

现在可使用求根公式解出方程* 2 -3*-4=0的两个根*=-1与*=4.将这些值代人直线方程 
y =*+5 就给出新交点 （-1, 4) 与 (4, 9) 的纵坐标.可以验证这些点的确满足方程 〆 =* 3 + 17. 


-2, 3) 的直 


e 实际上一元三次方程有求根公式，尽管比起一元二次方程的求根公式 a 杂得多.求解方程 /+A^ + .B*<fc=o 
的第一步是作替换进而 得到陕 二次项的关于 < 的方程 = o. 这个方程的一个， ; 由卡丹诺 
(Cardano) 公式 

I =V^ - 9 /2 + y/q 2 /4 + - ^/2 - vV/4 + p S /27 

给出.还有关于一元四次方程的更复杂的求根公式.19世纪初阿贝尔与伽穸瓦证明对一般的5次或更离次的方 
程没有类似的求根公式.这一结果是现代数学的 E 大成就，由此发展起来的•工具在代数与数论中仍很重要. 
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上述方法似乎很好，我们再试一个例子.假如取通过点 P = (-2, 3) 且斜率为3的直 
线，那么该直线有方程 


y -3 =30+2)，即 y =3*+9. 

把 jr = 3*+9 代人 £■, 的方程并进行有关计算. 

'' / = x 3 + 17 £,的方程 

(3* +9 ) J = x 3 + 17 代人; y =3*+9 

0 =* 5 - 9* 2 - 54* - 64. 展开并合并同类项 


0 =(* +2 )(* J - 11* -32) 分解出已知根 
同前面一样，可求出方程 -11*-32=0 的檨 


11 ±V^49 
2 - 


1379) 不幸的是这不是我们希望的解答，因为我们要找的是羊上具有有理坐标的点. 

是什么引起这样的问题？假设我们豳一条斜率为 m 且通过/ » = ( -2, 3) 的直线 i 并要 
求出它与 A 的交点.直线 △ 由方程 

L：y - 3 = m(x + 2) 

给出.要求出它与£，的交点，把 : r = m (*+2) +3代人£，的方程并解 
y =* 5 +17 
( m{x +2) +3) 1 =* 3 + i 7 

0 =*? - m 2 * 2 - (4 m 2 + 6 m )* - (4 m 2 + .12 m - 8). 

当然我们知道有个根 *= -2,故方程化为 

0 = (* +2 )(* J - ( m 2 +2 )x - (2 m 2 .+ 6 m ，4)). 

与期望的不一样，另两个根可能不是有理数. 

使用通过已知点的直线来产生新交点的思想似乎遇到了障碍.正如在数学甚至生 活中经 
常发生的那样，回过头来用更宽广的视角来考察将有助于克服障碍.在目前情况下我们的问 
题是有个三次多项式并知道它有个有理根，但另两个来自二次方程的根未必是有理根.怎样 
才能迫使二次多项式有有理根呢？回想一下第3章中，如果一个（有理系数）二次多项式有 
—个有理根，那么另一个根也是有理根.换句话说，我们要迫使原来的三次多项式有两个有 
理根，从而保证第三个根也是有理根. 

这把我们引导到问题的关键所在.原来的三次多项式有一个有理根，因为我们选的是通 
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过点 i > = (-2, 3_)的直线，从而确保了 *= -2 为根. 要使三次多项式有两个有理根，则应 
该选一条已经经过椭圆 曲线尽 上的两个有理点的直线. 

我们用例子来阐述这个思想.从椭圆曲线 

E r y = * 3 + 17 

上的两个有理点尸= (.-2, 3) 与 0 = (2, 5) 出发，连接 P 与 P 的直线有斜率（5-3.)/：(2- 
(2)) =1/2,故它的方程为 

代人到的方程就给出 ' 

'* y 1 =* J + 17 
(+* +4 ): =* 3 +17 

0 =* J -^ x 1 - 4* + 1. 

这样必有根 * = -2 与 * =2,故方程化为 

0 = (*-2)(*+ 2)(*-i). 

注寫||三个根 *= +确实是个有理数，将它代入直线方程求得相应的 y 坐标 y =33/8. 概括地 


说，通过取经过两个已知解 （ -2, 3) .与(2, 5) 的直线，我们发现椭 
圆曲线上第三个有理解 （1/4, 33/8). 这个过程体现在图 43. 2中 .. 

现在我们试着从新的解（1/4, 33/8); 出发重复上述过程.如果 
画条经过 （-2, 3) 与（1/4, 33/8) 的直线，则它与£,的第三个交 
点为 (2, 5)，这样就又回到了起点.我们似乎再次受阻，但一个 
简单的观察又能帮助我们继续前进.这个简单的观察就是如果 (:*, 
y) 是椭圆曲辑上的点，则点 （*, -y) 也在 A 上.，关于 * 

轴於对称性（见图恥. 2 )可明显看出这 一点. 于是我 in 可取新点 
(1/4, 33/8) 的对称点（1/4，-33/8)，然后使用通过（1/4, ‘ 去发现 新:点 

-33/8) 与 （-L 3) 的直线来重复上述过程.这条直线的斜率为 
-19/6, 方程为 y= -19*/6-10/3. 代人£： ，的 方程，最逄得到三次多项式 
3 ^361 2 _ 190 53 

36 9 9 

的根. 已有的两个根先1/4与 -2, 因此可以由将三次多项式分解并求出其 
他的根， 

这给出第三个根* = 106/9, 将它代入直线方程得 y = -1097/27. 因此我们已发现 / = 
* 3 +.17 上的一个新点 （106/9, -1097/27). 



圃 
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继续上述过程，就会发现越来越多的有理点.事实上，正如佩尔方程那样，我们得到无 
穷多个具有有理坐标的点.对于佩尔方程，我们巳证明所有的解可由单一的最小解取幂获 
得.£,上具有有理坐标的点也都可从两个点 P 与 P 出发获得，具体来说，先用连接 P 与 G 
的直线去找出新的交点，再取新交点关于*轴的对称点，画出通过已知点的新直线去找新交 
点，再取它关于 * 轴的对称点，如此进行下去.正如佩尔方程的每个解可通过将简单规则反 
复应用于基本解而获得那样，上具有有理坐标的点也可以这样 获得： 从两个点出发，反 
复应用一个简单的几何过程 . 的无穷多个有翅解可由一个有限生成集衍生出来这个事实 
是下述著名定理的特例. 

定理 43.1( 莫德尔定理，莫德尔 （ L . J . Mordell ) , 1922) 设椭囫曲线丑由方程 

E -. y 1 = * 3 + ax 2 + 6* + c 
给出，其中 a , 6, <:为整数且判别式 

A (£) = - 4 a 3 c + o J 6 2 - 4 fc 3 - 27 c 2 + lUbc 
非零 e , 则有£上的有限个有理点 

Pi = (* t »ri). Pi = . 

使得£上所有有理点都可从这 r 个点出发，运用下述办法 获得： 取通过一对已知点的直线， 
找出它与£:的第三个交点，将其关于*轴的对称点作为一个新点. 

莫德尔在1922 年证 明了他的这个定理.遗憾的是证明太复杂，这里不能给出全部细节， 
但下述 f 德尔证明的概要表明这个证明本质上是费马降阶法. 

(1) ( 第一步是列出£:上有有理坐标的一些“小”点匕 ，…，/V 

(2>下一步是证明如果有理点<?不在上述列表中，则可选取一个使得通过 P , 与0的 
直线与 S 的第三个交点 f 比 (?“ 小夂 • 

(3) 重复上述过程得到一列越来越小的点0，0'， 9", …， 并证明这列点变得足够 

小，最终止于厚来列表中的某个 

这类似于对佩尔方程的处理，我们证明过佩尔方程的 任一大 解总是一个较小解与最小解 
的 乘积. 当然，椭圆曲线£上有理点的“大”与“小”的含义还暂不清楚.要完成证明，莫徳 
尔不得不先解决大小的含义等问题. 

我们先来考察 一下尽 的一些有理解.从 P , =( -2, 3) 与/> 2 = ( -1， 4) 出发，通过 P , 
与/的直线与 A 有第三个交点，把它关于*轴的对称点记为/ V 再取通过 P , 与匕的盍 
线，将它与尽的第三个交点关于*轴的对称点叫做/ V 利用通过/ 1 ，与 匕的 直线又可类似 
地得到点匕，如此进行下去.下面是前几个戶„,正如读者将看到的，这些数迅速地变得越 
来越复杂. 

P , = (-2,3), = (-1,4), /> 3 =(4,-9), P , = (2,5), 

D _ M r 33\ D _ /106 I 097\ D [ - 2228 - 63 465\ 

Ps - Pi - - l-96r*-2979r)' 

& 如果 A(£>=0, 则三次方 8*' 5 + « 2 +te + e=0 有二重根或兰重根，从而曲线£成者自相交或者有尖点（参看 
习超 43.7). 我们继续研究椭圆曲线时判別式会以不同形态出现. 
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/ 76 271 -21 063 928\ p _ / - 9 776 276 54 874 234 809\ 
I 289 ’ ~4913 )' 9 _ I 6 145 441 '15 234 548 239/ 


p _ / 3 497 742 218 - 215 890 250 625 095\ 

10 I 607 770 409 ’ 14 983 363 893 077 / 

我们最好用量化的方式来度量这些点的“大小”.办法之一是观察*坐标的分子与分母.换 


句话说，如果把的坐标写成既约分数 



则可定义坎的度量 0 为 

HP ,) = max || 4„1 ，丨 丨（1人丨与 I 8,1中较大者）. 

例如： 


h ( P ,) = max {I -21,1 11( * 2， 
k ( P 7 ) = iriaxll - 2228 I , I 961 I | = 2228. 
表 43.1 中给出了前 20 个 P , 及其度量 /«(/>,). . 


表 43. 1 上点的度 M 


106 

2228 

76271 

9776276 

3497742218 


1160536538401 

1610419388060961 


43923749623043363812 
102656671584861356692801 
18531 84685S3598078787345 15284 

5711420357564604634095918 
0343620957546805016634617881761 
14803896396546295880463242120819717253248409 
41495337621274074603425488675302807756680196997372 
83094719816361303226380666143399722139698613105279866991 


3701833357 

1250679403 


你从表 43.1 中看出某种模式了吗？表中具体的数值似乎无模式可循，但凝视这张表时 
请试着往回看与上下看.把这些数想象成黑色的长方形并考察黑白两块区域的分界线.似曾 
相识吧？如果不是，再看表43.2,它将表扩展到 n 矣50,其 / i ( P n ) 的十进制位数被黑色的长 
方形代替. 


© 我们这里所说的度量在数学上的正式术语为“高”. 
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- 表 43 .2 £,上点 的度虽 



黑白两块区域的分界线很像一条抛 物线. 这意味着的位数大约为其中 c 为 
某个 常数. 使用更髙深的方法可以证明 c 大约为 0.1974 e . 换句话说，对大的 n 值， 
h ( P ,) 的位数》 0.1974 n J , 
ft ( P .) » lO 0 ' 1574 " 2 « 1.574*' 

把这与我们在第30章求得的佩尔方程的解相比具有启 发性. 我们证明过佩尔方程/-2/=1 
的第 n 个解（*.， ）0 中 . 

« y x 5. 828 43 \ 

佩尔方程的解与椭圆曲线上点的度量都呈指数式增长，但后者增长 更快. 

习题 

43.1 对椭圆曲线£，:/=* 3 +17上下述每对点，利用连接它们的直线.来求出£,上具有有理坐标的新点. 
U ) 点 （-1, 4) 与(2, 5> 

0>)点 （43 , 282) 与 （52, -375) 

( c ) 点 （-2, 3>与<19/25 , 522/125 ) 、 

43.2 椭圆曲线 £: yW+*-l 有有理点/>='<1, 1) 与 9 = (2, -3). 

<») 利用连接 P 与<?的直线来求出£上新的有理点 R . 

( b ) 设圯是 K 关于 * 轴的（反射）对称点（即 R =(*, y ) 时 IT = (*, -y)). 利用通过 P 与 R ‘的直线来 
. 求出五上新的 有逋点 S . 

(<0 类似于00 ,但利用通过<?与/?’的直线来求出£上新的有理点 

( d ) 设 S 是. ( b ) 中求出的点，再设 V 为 S 关于 * 轴的对称点.如果利用通过 P 与 S ’ 的直线，所求得的 
S 上新的有理点是什么？ 

43.3 假设9,,色. ，仏， …是椭圆曲线上一列有理点，并且 

*(?,) > HQ t ) > &(<?,) > 

© c 值的计算依赖 T •赖饶 （Nenm) 与泰特 (T«0 在20世纪60年代发展起来的 标准高 理论. 根 据这个理论，可证明 
比值 lnfc( 匕 ）A* 2 随若 n 的增大越来越接近于 0. 454 616 865 1 •••• 



解释一下为什么这个序列在有限步后终止.你现在应明白为何这使得度量成为降阶法证明的合适 
工具. 

43.4 写一个关于卡丹诺的简短介绍，特别要包含他发表一元三次方程的求根公式以及由此引出的优先权 
之争 • 

43.5 (此题为学过微积分的读者准备）也可使用切线来求出椭圆曲线上的有理点.本习题针对椭圆曲线 
- £：/ = ? 一 3* + 7 

来阐述这个方法. 


( a ) P =(2, 3) 是厉上的点.给出椭圆曲线£在此点的切线 L 的方程. |灰示： 使用求导来定出/>点 

的切线斜率$ . ) / • 

( b ) 把切线 I 的方程代入£的方程，然后求解得到1与£的新交点 它具 有有理坐标).（注意太=2 
是要解的三次方程的二重根，这反映出£是 3) 处的切线这一事实 .） 

( c ) 设/?为(？关于太轴的对称点（即若9 =(七，心），则 R =(*,, - y ,)). 取通过 P 与的直线，并 
求出它与£：的新交点（具有有理举 标）. 

43.6 令 L 是斜率为 m 且通过点 （-2, 3) 的直线 y = m (*+2) +3. 这条直线与椭圆曲线: + 17的 

交点除 （ -2, 3>外还有两个.如果三个交点都具有有理坐标，证明 
m * + 12 m 2 + 24 m - 12 

必是某个有理数的平方.将 m 用 -10 到10之间的整数代人，看哪个 W 值使得上述的量为平方数， 
并对这样的 m 给出/ =# +17的有理解. 

43.7 曲线 

•• 〆 =■ * 3 与 C 2 : 〆 =* 3 .+ 

的判别式都为零._出这两条曲线，并指.出它们相异之处以及与图 43 .1给出:的椭圆 ® 线的不同 
之处. , 

43.8 诛£为楠®曲线 、 

E ： y 2 ? at 3 + ax 2 + 6: + cr ， 

并设/ > | =(*,, yj 与/^ = (*2， n ) 为五上的两个点. 

( a ) 设 L 是连接 P , 与 P 2 的 直线. 编写程序来计算 L 与 E 的第三个交点 P ,=(* 3 , y 3 ). (如果 L 是铅 
直线，则将没有真实的第三个交点， 因而 你的程序应该反馈一个警告信息 .） 你应该追踪有理坐 
标； 如果你的程序设计语言不允许直接与有理数打交道，就应把既约有理数存储为有序对 
( A , B ). 

( b ) 修改你的程序使得输出为 P , 关于 * 轴的对称点（巧， - r 3 ). 我们用提示性记号/ > ,@匕来表示此 
点，因为这反映了五上点的一种“加法” 规则. 

(<0设£:为椭圆曲线 

£：/ = * 3 +3* 2 -lx +3, 

并考虑点/>=(2， -3), ? = (37/36, 53/216) 与/? = (3, 6). 便>用你的程序来计算 
再计算 


(/与户 ㊉ ⑺ ㊉ 尺）. 

是不是所得的答案与你做这些点的“加法”时的顺序无关？你觉得这令人惊奇吗？（如果你不觉得 
奇怪，请试着证明这个观察对每条椭圆曲线都是正确的 .） 
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椭圆曲线/=* 5 +17有许多有 理点. 另一方面，椭圆曲线£ 2: /=* 3 +*似乎很少 
有这样的点.事实上，显而易见的这样的点只有 (0, 0). 我们来证明这确实是&上仅有的 
有理点. 

定理 .44. 1 拥 圆搿线 

= * 5 + * 

上仅有的有理点为 （*, y)=(0, 0). 

证明假设 M / ff ， 上的一个有理点，其中 4/ fi 与为既约分数，且 ff 与 
D 是 正的. 我们要证 4= c =0. 将*=4/5与7 = (：/1)代人 A 的方程并去分母，得到方程 
c 2 b 3 = A 3 D 2 + AB 2 D 2 . ( * ) 

它的每个满足 BD^O 的整数解都对应一个 A 上的有理点. 

方程 （*) 包含许多关于整除性的信息，从中可导出一些 结论. 例如，将 （*) 右边分解 

给出 

C 2 B 3 = D^iA 1 + fl 2 ), 

于是整除 C 2 B 3 . 但我们知道 gcd ( C , D) =1,故 fl 2 必整除 fi 3 _ 类似地，对 （*) 中的项 
重新组合及分解可给出 

A 3 D 2 = C * B 3 - AB^ 1 = B 1 {C l B - AD 1 ), 

所以 S 2 整除 W /) 2 . 由于 gcd (/ l ， B) =1, # 必定整除0%因而 S 整除从 我们已得到 
D 2 I B i 与 B I D. 

^v=D/B, 则 》 为 整数.把0=6«; 代入关系式 fl 2 l B 3 中得到 SVl 妒，因而》 2 丨换言 
之，对某个整数 h 可将 B 写为注意 Z )= fin 3 *. 将 B 与 D = A 代人方程 
(* ) 得到 

. C 2 fi J =A i D i +AB 2 D 2 
( C J ( e 2 *) 3 =4 3 (» 5 r) J + j 4(» i *) 2 (» 3 z ) 1 
C 2 z =/4 3 + Av* z 1 , 

重排得 

A i = C ** - Av*z 1 = z(C l - Av*z). 

因此 2 整除但 2 整除且 gcd (>4, 丑 ）=1, 故必有 Z = ±1. 另一方面， △ 是正的， 
因而事实上有*=〗.现在我们已知道 

B = V 1 与 D = v 3 , 

故£ 2 上的点 M / S , C / i )) 形如 （/!//, C/v 3 ), 方程 （*) 化成 
C 1 = A i + Av. 


将右边分解得 


C 2 = A (A 1 + e 4 ). 
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这是一 个非常有趣的方程，因为它把完全平方 C 2 表成数4与的乘积.我们断言 
这两个数没有（大于1 的} 公因数.你明白其中的道理吗？假如 A 与 A 2 + e 4 都被茱个素数 P 
整除，则 p 也被/»整除.但4 与® 不能都被 p 整除， 因为 zl / B =>4/» z 已是既约分数.故得出 _ 
矛盾. 

由上可知^与没有（大于1的）公因数且它们的乘积是个完全平方.仅有的可能 
是这两个数分别是个平 方数. （这个推理似曾相识吧？在第2章中我们曾用它来导出勾股数 
组的公式 •） 于是有整数 u 与 w 使得 

A = u 1 且 A 1 + v * = w 2 . 

将4 = U 2 代人第 二个方 程得到 

B 4 + » 4 = U) 2 . 

总结一下我们的 进展. 从椭圆曲线£ 2 的某斗解 （ Zl / fi , c / fl ) (这里的分数已是既约形 
式）出发，证明了存在整数 u , ?, « r 满足方程 

M 4 + V 4 = W 1 . 

进一步，已知这样的整数 u , 可以从公式 4 /B = U V «; 2 和 G / Z )= UW /« 3 得到£ 2 的有 

理解. 上述关于 w 的方程你应该熟悉，我们在第28章中证明过它没有 u , »都非零的 
解.因为 “=0导致 U / B , C / D ) =(0, 0), 而 i ； s =0 将导致与 C/fl 的分母为零，因此 
A 上仅有的有理点为 (0, 0) .证毕. □ 

现在我们转而讨论第三个有代表性的椭圆曲线 

E } ； y 2 = * s - + 16. 

容易找出毛上的四个点 

P t = (0,4), P 3 = (4,4), P 3 = (0, -4), P 4 = (4, -4). 

从这四个点出发使用处理椭圆曲线的方法，我们会得到什么呢？连接 P , 与匕的直线方 
程为 y = 4. 要求它与的新交点，我们将 y = 4代人£ 3 的方程并关于*求解得到 
4 2 =* 5 -4/+16, 

0 =* 3 -4 x 2 = x 2 (x -4). _ 

注意个二童根，故连接 P , 与^的直线与&仅有交点匕与/ V 办法失效，我们没 
能找出新的（有 理〉点. 如果选取 P ,, 匕中任两个点，计算连接它们的直线与 

的交点，则将发生类似的情况，无法找出新 的点. 事实上，£ 3 仅有的有理点就是匕， P 2 , 

P 3 , P ^. (.证明太长，故我们不能在这里给出 .） 

更一般地，椭圆曲线 • 

E ： y 2 = * 3 + ax 2 + bx + c 

上有限个点集 

P „ P 2 ,", P , (»^3) 

构成一个挠点系，如果连接它们中任一对点的直线 t 与曲线£:的交点都在集合！/>,， …， 

P , l 中.换句话说，使用取直线求交点的办法不能将一个挠点系扩大.例如， A 有挠点系 1(0, 

±4), (4, _*4)|.下述重要定理描述了挠点系. 
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定理 44.2( 挠定理）设£: r =* 3 + o * 2 +<>*+ c ? 为椭囷曲线，其中 a ， 6, c 为整数，并 
设 | P ” P 2 ，…， P ,! 是个挠点系，其中尸 ,，•••， P , 均为有 理点. 再设 E 的判别式 
A (.£) =二 4 a 3 c + a 2 b 2 - 46 3 - 27 c 2 + ISabc 

非零. 

(< 1 )(.纳革尔—卢茨 （ Nagell - Lutz ) 定理， 1 S 35/37) 设 P , = (*< ， y t ) ,则 与 都是整数， 
时 yj I 16 A (£). 

( b ) (马祖尔 （ Mazur ) 定理，1977 ) 挠点系中至多有15 个点. * 

挠定理的纳革尔-卢茨部分表明挠点系中的点都是整点（即具有整数坐标的点）.我们也 
已看到整点不在挠点系中的例子，例如/=* 3 +17上的整点 （ -2, 3) 就不在它的任 
个挠点系中.容易找出 A 上的一批整点，包括 

(-2, ±.3), ( - 1, ± 4') , (2, ±5), (4, .±9), 

(8, ±23), (43, ±282), (52, ±375). ■ 

我们知道曲线£，上有无穷多个有理点，所以没有理由认为这张整点的表不能再 扩大. 继续 
搜索，我们很快找到.£,上一个新的整点 _ . 

(5234, ± 378 66.1), 

但此后即使捜索到 * « 10 100 仍找不到£ ，上新 的整点.的确如此，这是下述基本定理的特殊情形. 
定理 44.3( 西格尔定理，西格尔 《 C . L . Siegel ), 1926) 设 a , 6, c 为.整数且椭圆曲线 
E -. y 1 = * 3 + ax 2 + bx + c 
的判别式 A ( fi ) 非零，则£上只有有限个鲞点. 

西格尔给出了这个定理的两个不同证明.第一个证明发表在1926年的《伦敦数学会杂 
志> 9 上，它直接从£的方程出发并使用了因式分 解法. 第二个证明发表于19?9年，它从莫 
德尔 （ Mordell ) 定理出发并使用从旧点生成新点的几何 方法. 但两个证明最终都依赖于丢番 
图逼近理论（参见第31章）中断言的某种数不能被有理数逼近得太好的深人结果 • 


习题 

44.1 一个勾股数组对应于一个三边长度都是整数的直角三角形，我们称这样的三角形.为毕达呷拉斯三角 
形. 求出面积是壳全平方敎两倍的所有荜达哥拉斯三 角形. 

44.2 ( 8 >设£ 表示椭圆曲线 £: /=* J + 1. 证明 （-1, 0), <0_, I ), (0， -1), (2, 3), (2, -3) 构成 

' £的一个挠点系 • 

(1>)设£ 表示椭圆曲线 / =* 3 -43* + 166. 四个点(.3, 8), (3, -8), { -5, -16) 与 _(-5, 
16>构成£ 的一 个挠点系的一部分.通过画过其中一对点的直线并求它与£的交点来构造出整个 
挠点系. 

< c ) 设£是方程 

y 2 = (* -««)(* -/?)(* -y) 

给出的椭圆曲线.证明 1(0, 0)， （ p , 0>, ( y , 0) 丨为它的一个挠点系 • 

椭 P 1 曲线 


[3921 


44.3 


e 在20世纪20年代的英国与德国，依然受到第一次世界大战的影响，因此西格尔'发表论文时署■: r 个假名 x. 
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y * = * 5 - 16* + 16 

上有多少个整点_? < 

44.4 本习题引导你去 证&椭 圆曲线 

E ：/ = * 5 +7 

上没有 整点. （西格尔定理的这个特殊情形先由勒贝格 （ V _ A . Lebesgue ) 在1869年证明 .） 

<») 假设点 （*, 7 )为£上的 整点. 证明 * 必为奇数. 

< b ) 证明 y 1 +l = (* + 2)(* i -2*+4). 

( c ) 证明/ -2*+4 = 3< mo < U ). 解释为何 -2* +4必被某个索数 9 = 3 (mod 4) 所整除. 

( d ) 将原方茜 〆 =* 9 +7,模 9 ,并由得到的同余式证明 -1 萆槙 9 的二次剩余.解释为何这事实上是 
..不亨能的，并由此完成方程 y 2 =**+ 7 没有整数解的证明. 

44.5 椭圆曲线 £: y 2 =* J -2*+5 上有四个整点/ >=( -2， ± 1>与<? = (1,. ±2). 

( a ) 通过观察/-2* + 5在*=2, 3, 4,…时是否为平方数来求出另外四个整点. 

( b ) 使用通过/>与{»的直线来求出一个新的有理点 R . 作 R 关于 z 轴的对称点 V . 再取通过$与圯 
的直线，寻找它与£的具有更大6数坐标的新交点. 

44.6 (a) 证明方程/=* 3 +* 2 有无穷多组整数解. （提示 ：试用 ,y = l * 代人方程 •） 

( b ) ( a ) 中的结论是否意味着西培尔定理不正确？请解释 —下. 

( c ) 证明方程/ + 1有无穷多组整数解. 

44.7 设<«，6, c 为整数，椭圆曲线£: /=/ + o ^+6*+ c 上有有理点 P =( A / B , C / D ) , 其中 4/ B 与 C/D 
为既约 分数. 证明有整数《使得5=/且 D = «A 
A 44 - 8 、编写程序来寻找椭圆曲线 

E ： y 2 = ,* 5 + ax 1 4 bx ■¥ c 

上所有满足丨 *1 <//的整点 （*, >•〉.方法是对所有这样的 * 验证 /+ o * 2 +4* + c 是否为完全平方. 
fl 44 .a u > 编写程序来寻找椭圆曲线 

E -, y l = ** + ax 2 + 6* + c 

上的有理务习题 44.7 表明这样的有理点形如 （*, y ) = ( A / D 1 , B / D 1 ), 故应该输人一个上界 tf 
而且让程序对所有整数丨 II 与来验证 

A 3 + aA ^ 1 + bAD ' + cD * 

是否为完全平方.如果它等于 S : , 则已找到有理点 M / O 1 , B / D 3 ). 

0>)使用上面的程序來求出椭圆曲线. 

y 1 = x 3 - 2* 2 + 3* - 2 

上的所有有理点 （*, y >, 其中*坐标形如 4/ D s , Ml «1500且1名 D 名 38. 
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求解丢番图方程有时十分困难.因此可不求整数解或有理数解，而是把去番图方程看作 
同余式，先试着去求丢番图方程模/>的解.这要容易得多_为此，考察下面的例子. 

怎样求出方程 

^ + / = 1 

“模7”的所有解呢？换句话说，如何去解同余方程 * 2 + y 2 = l(mod 7) 呢？这个问题是容易 
的，我们可对每对 （*, y )(0«*, y ! S 6) 来验证它是否满足该同余式.例如， （1, 0) 与 （2, 
2) 为解，但 （1, 2) 与<3, 2) 不是解.所有的解如下 所述： 

(0,1),(0,6),(1,0),(2,2),(2,5),(5,2),(5,5),(6,0). 

于是方程 * 2 + y 2 = l 有8个模7的解.类似地，它有12个模11 的解： 

(0,1),(0,10),(1,0),(3,5),(3,6),(5,3),(5,8), 

(6,3), (6,8),(8,5), (8,6),(10,0). 

现在我们来考察一些椭圆曲.线并计算对不同的素数 P 它们模 p 有多少个点.从曲线 
E 2 ： y 2 = + * 

开始，它仅有有理点 （0, 0). 但是，正如表45_1所显示的那样， &有 许多模 p 的点. 
表 45.1 中最后一列给出了模 p 的点的个数' 的值. 


表 45. 1 £ 2 上模 p 的点 




屬 













1 


9 

1 



B 



H 




椭圆曲线上模 P 点的个数展现了许多优美而微妙的 模式. 仔细观察一下表 45. 1. 你看 
出某种模式了吗？如果还没有，更多的数据将有助于你的观察.表 45.2 给出了模 p 的点的 
个数，但未列出具体的解. 
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表 45. 2 6上棋 p 的点的个数 W , 



一个首先引人注目的模式是有许多素数 P 使得' 等于 />. 对于素数 
p .= 2,3,7,11,19,23,31,43,47,59,67,71, 

情况就是如此，这些素数经常出现已体现了足够的随机性.事实上，除了最初的 P =2,上 
表中的素数就是小于71的所有模4余3的素数.这引导我们作出下述猜测. 

猜想如果 ps 3( mod 4>, 則椭圆曲线£ 2: /=* 5 +*模/»恰好有^=;»个点. _ 

对于模4余1的素数，情况又如何呢？这时义的值好像随机出现.有时'小于 />( 例 
如 p =5, I 7 时），有时^大于 />( 例如 jp = 13, 53时），但似乎/>越大时义也越大.事实 
上，经常出现在 P 的邻近.下面一点想法将揭示为何这是合理的. 

一般地，如果要求椭圆曲线 

y 1 = * 3 + ax 1 + bx + c 

模 P 的解，可令 * 取值0, 1，2, …， p -1 并验证 

X 3 + ax 1 + bx + c 

是否与一个平方模 p 同余. 假设我们所得的* 3 + 2 + 6*+ c 的值是随机分布的，所以希望这 
些值一半是平方剩余，一半是非平方剩余.根据第23章证明的一个事实，1到 p -1 的数中 
有一半为二次剩余，一半为二次非剩余.我们也观察到如果* 3 +0* 2 +6*+ <： 篇1 2 ( 1 «1 0 <1 ? )，则 
y 有两个可能 的值： t 与 - t . 概括地说，大约有一半的*值给出模 P 的两个解，一半的*值 

不给出模/»的解，因此我们预料大约会求出2 xf = p 个模 P 的解.当然，这个论证并不证 

明总是恰有 P 个解，它仅暗示我们模 p 的解的个数基本上在 p 的邻近. 

上面这些蕴涵着研究 P 与 N ， 的差可能更有意思.我们将差写成 

s = P - N p ， [3?7] 

并称它 为&的 P - 亏量 e . 表 45. 3列出了椭圆曲线£ 2 的一些 p - 亏量. 这个表展示了与我们前 
面研究过的一个课题密切相关的某种微妙的模式.在往后阅读之前花几分钟看一下是否能发 
现这个模式. 

表 45. 3 E 2 m P •亏氬 a p = P - N p 



8量~的实际败学名称为弗罗贝尼乌斯迹 （t_ofFrobenh«), 但对这个术语的解释超出了本书的范围.可是，如 
果你想给你的数学朋友留下印象或在鸡尾酒会上终止这个话题，则可偶尔大胆地提出 ** 作用在椭圆曲线€进上同 
调上的弗罗贝尼乌斯迹”. 
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在数论研究中，我们发现模4余1的素数有许多有趣的性质.其中最重要的一点是这些 
素数能表成两个整故的平方和 P =/ + S 2 ( 参见第26章）.例如， 

5 = 1* + 2 2 , 13 = 3 2 + 2 1 , 17 = I 2 +4 J , 29 = 5 2 + 2 1 . 

不仅如此，第34章中勒让徳定理告诉我们如果要求4为奇数且人 B 为正的，则/ I 与 S 的 
选择是唯 一的. （用定理 34. 5的记号表示，则有 i ?( p ) =4( D ,- A ) =8,这8种表示法来源 
于交换4, S 的位置以及改变它们的符号 .） 把这些公式与亏量值 

a s = 2, 0 13 = - 6, a I7 =2, a 29 = 10 

相 比较. 你发现模式了吗？好像(其中4为正奇数）时 a , 为24或 -24, 另一种说 
法是 P - ( a /2) 2 似乎总是一个完全平方数.我们对一些 p 的取值来验证这 一点： 

53 - (a S3 /2) 3 = 2 Z , 73 - (a„/2) 2 = 8 2 , 193 - (a,„/2)' 2 = 12 2 . 

_令人惊奇的是这一模式继续 有筚. 

现在留下一个 问题： 何时 a, =2/1?何时《, = -2A? 考察表 45. 3我们发现 
P = 5,17,29,37,41,61,89,97,101,173,181 时 a , = 2 A , 
p = 13,53,73，109，113,137,149，157,193时 a , = -2/1. 

似乎这两个罗列并未显示出某种模式.但如果看一下表 45.4 中的值，就会发现一个 
模式. 


表45_ 4 &的 a p /2 值 


P 

5 

13 

17 

29 

37 

41 

S3 

61 

73 

89 


1 

- 3 

1 

5 

1 

5 

i - v - 

5 

3 

5 

P 

mm 



■DEB 

msm 


mm 

msm 


193 — 

%/2 

mm 

IBB 

msm 

msm 

mm 

msm 

mm 

mm 

KB 

-7’ 


每个 <1/2 的值都楔 4 余 1. 于是，如果(其中 4 为正奇数），则 a , 在 dsl( mo d 
4) 时取值 Z4, 但在 4=3(mod 4) 时取值 -24. 下面的陈述概括了我们的推断. 

定理45.1(£ 1: /=/+*上模夕的点数） 设 p 为奇素数，'为椭圆曲线/ =* 3 + 
* 上模 p 的点数. 

(a) 如果 ps3(mod 4) , S'J N p ~ p . 

(b) 如果 psl(ra 0 d 4 ), vLp = A 2 + B 1 , 其中 4 为正奇数（由第 26 章知这总是寸能的）， 
则' =p±2/l, 其中在 4 = l(mod 4) 时取负号，在 4 要 3 (mod 4) 时取正号. 

上述定理的第一部分相对容易验证，但我们略去其证明，因为后面将证明一个类似的结 
果. 第二部分则相当困难，我们将再给出一个例子来说 明它. 素数/> = 130657 模 4 余 1 •使 
用尝试法，或者借助计算机，或者用第 26 章中描述的方法，我们可把它表成两个整数的平 
方和 

130 657 = 111 1 + 3.44 2 . 

由于 111 S 3(mod 4) ,我们得至 i| £ 2 上模 130 657 的点数为 

130 657 + 2 x 111 = 130 879. 
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下面再来看我们的老朋友——椭圆曲线/ =* 3 +17. 如同对那样，我们造个表‘ M} 
给出 A 上模的点数\及亏量 a ,= P -\. 具体数值见表 45.5. 

表 45. 5占，上模 p 的点数与亏霣 a p __ 






HDH 


msm 

msm 

msm 

msm 



mm 

^5 

^3 

msm 

■!■ 

mm 

mm 

mm 

mm 


.v:: 

mm 

mm 

mm 

mm 

wmm 

mm 

mm 

— 


■g 


mm 

mm 

mm 

mm 

msm 

msm 

mem 

wem 

mm 



mm 

mm 

mem 

mm 

mm 

wem 

mm 

mm 

mm 



mam 

usm 

umm 

mm 

warn 

mm 

rntm 


■n 



mm 

mm 

mm 


■M 








mm 

mm 








mSi 

mm 

mm 

wkm 

BS 

mm 

■S 


SSB 


■19 


我们再次看到有许多素数 P 使得亏量 a , 为零： 

p = 2,3,5,11,17,23,29,41,47,53,59,71,83,89,101,107, 113. 

这些素数模4好像没有模式，但它模3有模 式:. 除了 3之外，其余的都模 .3 余 2. 因此我们 
猜测 ;> b 2( mod 3.) 时~ .= p . 可利用原根来证实这个猜测 • 

定理 4 S .2 设/>是素数且 ps 2( im > d 3),. 则椭圆曲_线 
£,：r = * 3 + 17 

上模 P 的点数 iV , 满足义 = P . 

证明先看看 P=ll .的情形. 为求 £：，上模11的点数，我们将^0, 1, ... % 10 代人 * 3 + 
17,看它是否与一个平方模11同余.下面是.代人的 结果： 



mm 

■■ 

KB 

mm 

mm 

mm 


mm 

■■ 

mm 



mm 

wm 

KB 


mm 

■■ 

■■ 

■a 

■■ 

mm 

wm 


■n 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

■■ 

WKM 

mm 

S9 


[4001 


注意数 * 3 (mod 11) 与 * 3 +17 (mod il ) 的取值都只是0, 1,10的重排.因此寻找同 
余式 m - 

y * * 0 3 + 17( mod 11) , y 2 = ' l 3 +17( mod 11), 〆 = 2 J + 17 ( mod 11), 

_ • ) y 1 s ' 3* + 17 (msd 1 J )* l : y * ^ 10 3 + 17 .(mod 11) 

的解相当于求解同余式 ■' 

i - y 2 = 0 (mod 11') , /y 1 = 1 (mod 11), y 1 = '2 (mod 11), 
y 1 =s 3 (mod 11) , •••, y 1 = 10( mod '11). 

第一个同余式 y 2 赛 0( iru>d 11) 有唯一解 /=0( m O d 11). 由第 23 章我们知道1， …， 10中有 f 
半是模11的二次剩余，另一半是模11的二次非 剩余. 于是有一半的同余式 〆 €<»( mod 11) 
(1在<1在10)恰有两个解（注意6为解时11 -6 也.是解），另一半同余式无解.因此总共有1 + 
2 x 5 =11 个解. » _ 

如果尝试一下更多的例子，会发现同样的现象.当然，必须要求 /^2( nwd 3) ; p = l ( mod 3) 
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_ 


的情形则完全不同，读者可计算一下17在* =Q, 1, 2,…，6时模7的值 • 

因此，我们试着证明 ps2(ftu»d3) 时 

0 3 + 17, 1 5 „+ 17, 2 3 + 17,-,(p - l)f + 17(mod p) 

只是. ; 

_ 0,1，2, …， p - 1 (mod p) 

的重排.注意这两组数都由 p 个数组成，因此我们只薄诋明第一组数两两不同（因为这可以 
保证它们取遍第二组的每一个数）. 

偁设第一组数中6;+17与6】+17模 p 同余（6,， 1 Q |), 即 
b] +11 ^ b\+ 17( modp ), 因而 t； = 6^(mod p). 

我们要证 \ = bj. 显.然 6, s 0 ( mod p) <=>6 2 s 0 ( mod />), 因此可假定 fc, #0( mod p ) 
且 fc 2 _0(mod ^).'' - 

我们希望取同余式 

r '. b\ = ijCixod p) 

两'边的立方根.怎么做呢？我们要应用费马小定理 f 4 =1 (mod p ). 依假定 ps2(mod 3>, 
3不整除 p -1. 于是3与 p - 1互素，从而根据第6章中的线性方程定理，方程 
3.u. - (p - 1 )» = 1 

有整数解.事实上，我们可取《=(2 /> -1 | )/3与 P =2. .当然，由于/ > = 2( mo d3〉，(2p-l)/3 
是个整数. . 

注意 3.i S l.(mod p-1), 于是从某种意义上说取 u 次方相.当于取1/3次方（亦即开立方， 
在第 H 章中我们发展了更一般的理 论）. 因此把同余式 b\wb\( m od p) 两边 u. 次方后再使用 
费$小定理来 计算： 

•‘ (6?)^ (blr(moAp) 

. &!"•- 6i*(.modp) 

i Csf>*( m 0 dp) 

b, • (b f ,-'y^ b 2 . (b r 2 -'y (mod p) 

I J 6,^=5. P-)- 

这就证明了数 O 3 +17, 1 J +17； -« f (/>M)Ul7 模 P 两两不同，因而它们只是 0i 丨，…， 
P-1 的一个重排. - ... 

我们已经证明，如果把 *•=.(), 1, 2.，1代人 * s : +a7<mod p), 则恰好回到 
- 1 (mod p). 

同余式 y ? =0(m O dp) 有唯—解 y=0(modp ). 另一方面，同余式 . 

y 2 = 1(mod p) , ^r 2 * 2(mod p) , 〆 s 3(mod p) ， 

— p - 2( mod p) , y 1 * .p -1( mod p) 

中有一半恰有两个解，另一半无解，这是因为1,…， p-1 中有一半是模的二次剩余而另- 
1半是模 P 的二次非剩余 （ 参看第 23 章）.因此丢番图方程/ =* 3 + 17恰有 
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N p = 1 +2 xtzJ- =p 


个模 P 的解. .口 _ 

我们现在明白了对于素数 pB 2( mod 3)£ 1 模^>的 情况. 习题々，^有助于发现/*-“™^^) 

时关于《,的更为深入微妙的模式. 

我们暂停一下以总结巳发现的模式.对于椭圆曲线£，与我们发现对大约一半的素 
数有 P- 亏量\等于0,而且已能精确地概述出使~=0的那些素数.对午 其余的 素数，我们 
已看到 a, 满足涉及平方数的更微妙的 模式； 具体^来，对于£ 2 , p-(«/2) 2 是个完全平方 
数，&也有类似的性质（见习题 45. 3). 当然&与&只是众多椭圆曲线中的两个，它们的 
共性是否普遍成立还得再看至少一两个例午.表 45. 6给出了椭圆曲线 
E 3 ： y 2 = x 3 - 4x 2 ' + 16 

上模 P 的点数与 P - 亏量的值. 


表45..6 上播 p 的点数与 p - 亏 fi 


mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

WEM 

mm 

mm 

L 19 1 

| 23 — 

29 


mm 

mm 

mm 

mm 

mm 


■EH 

mm 

KB 

29 

'mm 

warn 

mm 

IHH 

mm 

mm 

mm 

mm 

■EH 

mam 

0 


mm 

m 

mm 


mm 

mm 

mm 

mm 

mm 

71 


mm 

mm 

mm 



mm 

WEM 


mm 

74 


WKM 

mm 

msm 


mKm 

mm 

mm 

■m 

msm 

-3 


mm 

mm 

m 


mm 

KE2H 

HE3I 



113 


mm 

K9I 


74 

104 

99 

119 

89 

99 

104 


| 4 

卜 10 | 


15 

-7 

2 

-16 

丨 8 

10 

9 


哎呀，好像只有很少的素数 P 使得£ 3 的/>-亏量为 0. 即使把表 45. 6扩展到 p <5000, 
使《,=0的素数也只有 

p = 2,19,29,199,569,809,1289,1439,2539,3319,3559 ,3919. 

这些素数都与9模 i0 同余但也有许多模10余? i 的素数（如59, 79, 89与 109) 不在此列._ 
似乎看不出.哪些模10余9的素数 p m $ a r .= 0 , .事实上至今也无人摸奉出其•中的 模式. 直到 
1987年才由爱卡斯 (Noam Elkies) 证明有无努多个素数 p 使得 a , =0. 

既然无法判明哪些素数使得 a, =0,我们再试養找一下涉及平方数的 模式； 但我们的搜 
索是徒劳的，看不出什么模式.事实上，当考察其他椭圆曲线时会发规它们与£ 3 很类似， 

只有少数/>使得\户0,涉及平方数的模式也找不 出来. 楠圆曲线£^与£ 2 属.于很特殊的类 
型，它们是具有复乘法 G 的椭圆曲线.我们不给出 精确的 定义了 7 但要告诉读者具有复乘法 
的椭圆曲线有一半的 a, 值为0,而没有复乘法的椭圆曲线只有少数几个 a> 值为 0. 


0 一个椭圆曲线具有复乘痒是 k 指它的方程满足某种特殊 的变捭 伴质，例如，如果 (.*, W 是方程的 
辣， 则有序对（「*, 也畢 一个解 • i = v ^ T 这样的复.数的出现导致了“复乘法”这个 名称. 






268 


第 45 章 


习题 


45.1 («) 对于每个素数令表示方程/+/ = 1模 p 的解的 个数. 算出 A / s , M 5 ,埘„与札，的'值. 

r (提示：这 : 里有一个进行计算的有效方法 .： 首先列出棋_?的所有平方剩余 .， 其次对毎个 Osj y < P 

验证1 是否与一个平方数模 p 同余 .） 


(b) 根据 （a) 中的取据以及痄前其 出的螞 = 8 与 W„ =1^.来作出关于值的一个猜想.通过计算, 
来验证你的猜想.根据你的猜想，《,„3与《,,, 7 的值16多少？ 

X<=) 证明你在 （b) 中形成的猜想芷确.（提示〆可考虑利用第3拿中的公式 .） * 

45.2 (<0求出丢番图方程/=* 5 _+1'’模7的所有解.总共有多少个解？ 

.(b) 求出丢番图方程/=^ + 1模 U' 的所 有解. 总共有多少个解 '? 

(<0 设素数 P 满足 P_l_(mod 5 ). .证明丢番图方 S/=* 5 +1模 P 恰有 p 个解 • 

45.3 对关于的表 45.5 中的每一素数 P =I( m0 d3>, 计算 4p-<, 你所计算的这些数有某种特殊的形式 
吗？ 


^45.4 

14041 


编写程序使用下述方法之一来计算同余式 

Esf 2 = s + ax 2 + 6* + c(.mod p ) 

的麵的个数. " 

< i ) 先列出模 P 的平方剩余，然 后对; 5=0, 1 ，…， p -丨 看+«* 2 +6* + c 模 + p 的余数.如果它是模 p 
的非零平方剩余，则在列表中加人2;如果它是0,则在列表中加人1;如果它是模/>的平方.非剩 
余，则什么也木做. 

(!0对每个*=0, 1, •••, p -1, 计算•勒让德符号 


o* Jj + bx 


如果它是+1,就在列表中加人2;如果它是 -1 就什么也不做.（如果 + 


则在列表中加人 U ) 

' 使用你的程序对下述曲线及100以下的素数 P 来计弇;¥,与/>-亏量 <»,==/>-'• 你认为哪个曲线具 

有复乘法？ 

( a )/ =*’+**- 3* +11 ( b ) 〆=* J - 595* + 5586 

( c ) y 1 =* 3 +4 * J +2* ( d )/ = x 3 +2 x -7 

45.5 在本题中你会发现椭圆曲线 £ : 〆 =* y +l 亏量的 模式. 为协助你，提供下述 列表： 

_捕圆曲线 E : /=沪+1的亏霣 a p _ 



mm 

mm 

mm 

n 

mm 

mm 

mm 

wm 

mm 

國 


mm 

mm 

■Ol 

msm 

m 

mm 

mm 


WKM 



mm 

mm 

mm 

WEM 

mm 

mm 


mm 

mm 



mm 

mm 

mm 

wtm 

mm 

mm 

mm 

mm 



^Sm\ 

'mm 

mm 

mm 








mm 


mm 

mm 

— 

mm 

Bin 

S3 

mm 

■■ 

mm 


( a ) 猜测出对些素数 p 有 《«,= o , 然 e 证明你的猜测 i 确. 

( b > 对使0的素数 P , 计算 4 p -< 的值并观察这些数有何特殊之处. 

( c ) 对每个模3余1的岽数 p <113, 求出所有整数对 (4, B ) 使得 4 P =/ +彡 B 2 . (注意可能有好几个 
解. 例如， 4 x 7=2'8 等于 5 2 +3 xP 也等于 . f + Sxf . 求所有解的一个有效途径是对所有的 
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^75■计算 4 P -3B 2 , 并选出使 4/>-3B 2 为完全平方的那些 S 值.） 

( d ) 将/ I ,沿的值与表中的值作 比锌. 努与猜出它们间的紧密联系 . _ 

对下面的每个素数/»，已给出满足 4 P =/+3 fi 2 的整数对 U , B ). 使用你在 （ d ) 中形成的猜想来 
猜测\ 的值. ^ , 

( i ) p=541 (A, B) =(46, 4), (29, 21), (17, 25) 

( ii ) p=2029 (A t B)^(79, 25), (77, 27), (2, 52) 

( iii ) p=8623 (A t B) =(173 , 39), (145 , 67), (28, 106) 


14051 





第 46 章模 p 的挠点系与不好的素数 

在上一章中我们发现了 E , gE t 的 p - 亏量的简单模式，但&的 p - 亏量好像没什么模式. 
但是，关于的'值已展示了某种模式.如果你还没注意到，请回头看一下表 45.6, 在 
继续阅读下^之前找出模式来. 

似乎关于的 iV , 具有下述 性质： 

N f =4 (mod 5) 对除了 2与11之外的每个素数 P 成立. 

尽管我们不准备给出它的完整证明，但至少可粗略说明它为何是合 理的. 回忆一下，在第 
44章中我们指出有个由四个点 

P , = (0,4), P , = (0, -4), P , = (4,4), P t = (4, -4) 

构成的挠点系.这意味着连接这四点中任两点的直线与£ 3 没有除了这四点之外的新交点. 
在椭圆曲线上取一对点，把它们连成直线再看与曲线的交点，这个过程可通过使用方程来实 
现而不必使用几何语言.这也表明我们可应用同样的方法来寻找模的点！ 

现在来看个例子.点 g = ( l ,8) 是同余式 

y 1 = x 3 - 4 x 2 + 16( mod 17) 

的解.通过 G 与 P , =(0, 4) 的直线方程为 y =4*+4. 将直线方程代人椭圆曲线方程，可得 
(4* +4) 1 = * 3 -4* 2 + 16 (mod 17) 
x 5 -3* 2 + 2 x = 0 ( mo 6 17) 

*(* - 1) (* - 2) = 0 (mod 17). 

这样就得到 * 坐标分别为 0 与 1 的已知点0与 P ,, 也得到一个 * 坐标为2的新点.将 
*=2代入直线方程得出 y = 12, 因此我们求 得尽模 17的一个新解 (2, 12). 

如果把同样的思想用于点 0 = (1, 8)与/%=(4, 4)，就得到直线 
4 28 

. y = "T* + T- 

这条直线模17何意？分数 -4/3 是方程 3 tt = -4 的解，故“ -4/3 mod 17”是同余式 
4( nu > dl 7) 的解_我们已经知道如何解这类同余式，在现在的情形下《*= 10是 个解. 类似 
地，“28/3模17”是15,故通过 9 = (1, 8) 与/%=(4, 4) 的直线模17是 y = 10* + 15. 现在 
把它代人£ 3 的方程并如前那样解出，就求得£ 3 模17的新解（14, 2). 

我们也可从0与尸 2 出发进行类似处理得到新解 （11, 9), 从^与/> 4 出发求得新解 
(15, 3). 因此，从单个解<?出发，通过使用挠点系中的四个点我们获得了四个新解. 

现在考虑曲线£ 3 模一般素数 P . 已有四个点匕， P 3 , 每次找个£：,上模 p 的新 
点夕，取连接泛与/^1忘安 4) 的直线每条直线勾与 尽有个 新交点用这种方法， 
我们从 G 出发获得四个新的点仏，仏，仏，仏.因此，除了 P ,， 匕， P 3 , P , 这四个点外， 
£ 3 上模 P 的点五个一丛.从而 
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，模 P 的解丨=14个解+丨若干丛（每丛含五个解） I . 

因此，仏模 P 的解的个数等于4加上5的一个倍数，即 iV,=4(mod 5). 对 p #2 和 p/11 这 
是对的.（:对于/> =2与 p = 11,有的五点丛包含重复的点.〉 

同余式 ^ S 4(mod 5) 也解释了我们稍前关于哪些素数满足 = 0 的观察_要想知道 
为什么，假定<*,=0,_则 

p = N p s 4(mod 5). 

由于 P 是奇数，因此有 ps9(nic»d 10). 这就证明了％ =0时 10), 但并没说 ps 
9(«n 0 d 10) 时一定有 a,=0. 与我们关于£,与&的结果相对照，这是个重要的不同之处. [4071 

上述论证很好，但素数 P=2 与/ >=11例外究竟是怎么回事？对于椭圆曲线/ =* 3 - 
4* 2 + 16来说，2与11有些 特殊. 原因在于2与11是仅有的素数 p 使得* 3 -知 2 + 16=0(mod p) 

有重根.这样， 

* J - 4x 2 + 16 s * 3 (mod2) 有三重根* .= 0, 

x 3 -4X 1 +16 = (x + 1) 2 (* +5)(mod 11) 有二重根 * = - 1. 

一般地，对于椭圆曲线 

E •' y 1 = x 3 + ax 2 + bx + c , 

素数 P 为不好的素数是指多项式 * 3 +fl 1 +6*+c*0(in<)d/>) 有 重根. 不难找出 S 的不好的素 
数，因为可以证明它们恰好就是£的判别式 

A(E) =- 4a 3 c + o*6 2 - 4f. 5 - 21c 1 + ISabc 

的素因子 0 .例如 

A(£,> = - 7803 = - 3 3 . 17 J , 

= - 4 = - 2 J , 

, A(E，) = -2816 = -2* • 11. 


习题 

46.1 假设椭圆曲线 £： 有由 t 个点 /»,, 尽 ，…，/>,构成的挠 点系. 解释一下为何£模的解的个数满足同 
余式 

N p * t(mod t -f 1). 

46.2 习题 44.2(c) 表明椭圆曲线 £: / * 有挠点系 | (0, 0> , ( 1, 0) , (-1, 0 )|， 

<a) 对 P =2, 3, 5, 7, 11, 求出 E 上棋 P 的点数 . 哪些满足 'e3(im)d4>? 

( b ) 寻找£模11的挠点系中的解，通过画经过挠点系中点的直线把它们分成若节四 点丛. _ 

46.3 本题研究/>为不好的素数时~的值， 

( a ) 对下述椭圆曲线，找出不好的素数. 

( i ) E : / =* 5 +* 1 -*+2 

(ii) £： / +3* +4 - 

y 2 ^x 3 +2x 2 +x+3 


0 在描述不好的素数时我们作了点欺鳊，由于一些技术上的原因，对于我们的拥圆曲线素数 2 总是不好的.虽然 
如此，但有时通过使用£的 包含町 项或 y 项的方程可把不好的素数转化成好的素数. 
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( b ) 对 ( a ) 中的每个曲线，计算在不好的素数/>处的 p •亏量％. 

( c ) 下面是更多的椭圆曲线的例子以及在不好的素数处的 p - 亏量. 


第46章 


E 

A(*£) 

不好的索群处的&值 

y 1 -* 3 +.2* + 3 

-5 ? - 11 

«5 ~ -1, «1| = -1 

y 1 * * 3 + * 2 + 2* + 3 

-5 2 .7 

<i s =0, a r = 1 ^ 

r 2 =* 3 +5 


a 3 = 0, a 5 =0 

y 2 =* 3 +2 x 2 -7* + 3 

11 • 43 

«ll = _ 】， fl 43 = 1 

y 2 = * 3 ^21* 1 + 37*+42 

-31 * 83 - 239 

<»3i - -1, a >s =1, a 239 ^ -U 


不好的素数处的\值隐藏着一些难度不同的模式.尽可能多地找出这些隐藏的模式. 

46.4 本题中的是大于3的素，数. 

< a ) 验证 p 是椭闽曲线 / = 的不好的素数.猜出的值并证明之 • ^ 

( b ) 验证是椭圆曲线/ =/ +? +/>的不好的素数. 猜出％ 的值并证明之. 

( c ) 验证/»是椭圆曲线 y 2 = P -/+ p 的不好的 素数. 猜出\ 的 值并证明之. （提示 ：对于 ( c ), 的值依 
赖于 P .) 


_ 






第 47 章亏量界与模性模式 

第45、46章尽管有点长，但也仅仅是楠圆曲线模 p 方面美妙理论的一点 皮毛. 在本章 
中将继续这方面的探讨. 

我们已揭示了为何椭圆曲线上模 P 的点数 ' 应该大约为 p , 并已发现 p - 亏量 a , = P - N t 
的许多模式.怎样才能把“'大约为/>”量化呢？我们可以说比较小”，但这仅把问题转 
化成“怎样小”的问题.看一下第 45 章关于£,, £,，£ 3 的有关表格，似乎/>很大时&也相 
当大.我们可以做的一件事是研究/>与\的相对大小.表 47. 1列出了那些使£,的 p - 亏童 
的绝对值特别大的 索数. 出于比较的目的，我们也列出了石，答与 logp 的值. 

_表 47.1 曲线 E,: 的大数值 a p _ 
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表 47.1 清楚地显示出尽管 I «,1 的确比/>小得多，但它们比灰与 logp 大得多.丨~丨也 
比#大，正如你会观察到的部样^它们没有#的两倍大.换句话说，似乎丨\ I 从不超过 
2^- 

定理 47.1( 哈塞定理，哈塞 （ H . Hasse ) , 1933) 设 TV , 是一 冬椭圓 曲线上模素数 P 的 
点数，为亏量，则 

I 〜丨 < 2 >/ p . 

换句话说，楠圆曲线上模;> 的点数义约等于 P , 误差小于2%这个优美的结果最初由 
阿廷 （ EmilArtin ) 在 M 世纪 2 0年代猜出，后由哈塞在 2 0世纪30年代证 .实. 韦伊 （Andrt 
Weil ) 在20世纪40年代证明了一个推广形式，后又被德利涅 ( Pieire Deligne ) 在20世纪70年 
代作了更进一步的推广. 

对一般椭圆 曲线的 哈塞定理的证明超出我们现在的方法，但我们至少能说明为何它对椭 
圆曲线/ =* s +* 成立.回忆一下第45章中关于这个曲线的亏量有下述法则： 
p 基 3 (mod 4〉时 a ， =0 

p = l ( mod 4) Rp = A 2 + B 2 (A 为正奇数）时 a , = ± 2 A 
如果 a ,=0, 很难再多说什么.另一方面，如旱 ps 1( mo d 4 ) 则可得到 
I o , I = 24 = 2 V > - B 2 < 2 Vp , 

这正是哈塞定理. 

我们新近讨论的 a , 的模式是如此出人意料与非平凡以致你可能怀疑是否有人对这方面 
有真正透彻的 洞察. 的确，数学家花了许多年才从多种来源的提示中最终意识到这个引人注 
目的模性模式 （modularity pattern ) 可能普遍成立_尽管我们不能在此全面阐述什么叫模性模 
式，但可通过检査具有代表性的曲线 

E , / = x } - 4 * J + 16 
来体现这种韵味.来看一下无穷乘积 

0 = r|(i - r)(i - r ">| 2 |( i .- 产）（1 - 产）| 2 
, X 10 -7^)(1 -7^ 3 )} 2 {(1 - r>(l -7^ 4 )} 2 -. 

如果把前面的因子乘起来再展开成 r 的幂级数，则即便有更多的因子相乘，它的前几项也是 
稳定不 变的. 例如，如果把直到 f (1 -产 ）（1 -产 3 )1 2 的因子乘起来，则得 _ 

0 =T - 2 T 1 - I s +21* + I 6 +21* -2 f -2 f - 2 T ' 0 + T 1 ' 

- 2 T ' 1 + 4 r IJ + 47 ,14 - T ' 1 - 4 T ' 6 - 1 T ' 1 + 4 r " • 

+ 2严 +2 T il -2 产 - r 23 + 

14121即便用更多的乘项相乘，这23项也保持不变. 

此刻你可能奇怪为何乘积0与椭圆曲线尽有关.为回答这一向题，我们看一下对素数 
P = S 23 的曲线 S 3 的 p - 亏量： 

° 2 = °» °3 = ~ 1 . «5 .= 1 , a ,=- 2 , a „ = 1 , 

Ou = 4, o I7 --2, a „ = O.r a a = - 1. - " * - 
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撇开 a 2 , 你能看出这些值与乘积0的关联吗？当我们把6►写成和式时 r 的系数就等于 
a,- 令人_吃惊的是，这个模 式对所 有素数 成立. ‘ 

定理 47. 2( 关于的模定理）设£ 3 为椭圆曲线 

E, • y 1 = 'X 3 - 4* 2 +16， 

0为无穷乘枳 

& =.rid - na - r'DJMa - 产 ）（i x , 

|(i -7^)(1 -7° 3 )| 2 {(1 -r*)(i - r 44 )! 1 -. 

将其展开可表成和式 

® e «,r +■ c 2 r 2 + cjT 8 + c t T* + cjT 5 + •••. 

则对于素数/ >>3, _£ 3 的 />- 亏量 d p 就等于<:,. 

20 世纪 50 年代；谷山丰 （YutakaTaniyama) 作出关于模性模式的一个一般性猜想，在20 
世纪60年代志村五郎 (Goro Shinrnra) 把谷山丰的猜想提炼成这样的 断言： 每个椭圆曲线应该 
有个模性模式.然后韦伊证明了一个逆定理，使得谷山志村猜想被普遍接受. 

猜想 47.3( 模猜想， 志村 五郎， 谷 山丰）每个椭圓曲线£：啷可模形式化，即£的/>-亏 
量具有模性模式. 

椭圆曲线 S 的 />- 亏量“具有模性模式”是什么意思呢？它表示有个级数 
0 = c,T + c 2 7^ + CjT 3 + c 4 r* + c s T* + ••• 

使得对（大多数）素数 p, 系数 c, 等于£的/»-亏量 a,, 而且 ©有某 种这里不便精确描述的优 
美的变换性质 e . 尽管缺少精确的描述，但我希望£ 3 相应的6>'有助于读者了解模性模式的 
含义. 


47.1 本习题致力于更深人地研究关于£ 3 的模定理中描述的无穷乘积0的系数的模式.把0表成和式 
0 *= c,T + Cjt ^- ejT 5 + c 4 r * +9?^+ …， 

模定理表明对索数 P >3, 第 p 个系数 c , 等于 E s 的 p - 亏量 a ,. 下表中？ tfib 了对于所有 nSlOO 的 ® 的 
系数请从中寻找棋式并形成猜想. 



e 对于具 有复分 析知识的读者，这里给出了棋条件的主体部分_我们把 (9 当作？•的函数并令/(*).= (9(6*^),则有 
整数 yvsl 使得如果整败 <4, B , C , Dm 足 AD - NBCH , 则对每个复数 * =* + iy(*e R , y >0), 函靼 /(.*> 满足 



w ： MB ： vg^agMKiB>JBg7areMEMKMgaigJteafejiigi^wi 


( a ) 当 gcd ( m ，/0=1 时找出 Q , (与 C _ •的关系. 

( b ) 对素数 p 找 出&与 v 的 关系. 为协助你，这里给出/><37时 V 的值： 

c 2 2 = 2, c 3 i = - 2 r C J2 = - 4, ： c 7 2 = _ 3 , 

c ll2 = 1, c l3i = 3, 'c n i = _ 13, c l92 = - 19, 

C231 =-22, c„2 = - 29, c m -2 = 18, c 37i = -28 - 

(提 示：对£ 3 来说； > = 11 是不好的素数，可把〜 2 视为计算错课而.忽略它 ••） 

( c ) 通过对素数/>寻找诸之间的关系推广 （ b > 中的 结论. 为协助你，这里给出 p =3, 5且1霉 A 矣8 
时~的值. 


< d ) 使用你已发现的关系式计算下述 L 值： 

(i)^ («)^ (iii)c ISJ1 (iv)c 16807 

在本题中我们考察楠圆曲线 


的模性模式.£的 P- 亏量已在习题 45.5 中列出.考虑乘积 

0 = 7*(1 - 7 *)*(! - 7^) 4 (1 - 7°*) 4 (1 -严) 4 …. 

< a ) 将0前几个因子相乘展开， , 

O = c x T + c 2 7 12 + CjT 6 + c 4 T * + c s 7^ + c 6 7^ + •••• 

尝试猜出哪些 A 值使得 c , 等于 £ 的 />- 亏量 《 p . 

( b ) 利用从 （ a ) 中选出的那些 A 值，计算 c ,， ，…， c ,,. 

( C ) 如果你俾用计算机，求 b …， C 100 的值. h 与 c 7 和〜有何关系？ 4与9有何关系？提出 
一个猜想. 

47. 3无穷乘积 

f ( X ) = (1 - X)(l - X 2 )(l -妒 ）（1 -rxi - X s ) … 

有助于描述模性模式.例如，椭圆曲线£ 3 的模性模式由0 = ?^/(7*) 2 ./( r ") 2 给出*现在考虑椭 
圆曲线 

y 2 = x y - x 2 - 4 x + 4. 

这个曲线的模性模式形如 

e = r./(r> •/(?*) -/(r) -/(r>, 

其中 y , 1 m ， 为适当的正整数.积累数据并尝试求出 y , A ， m , n 的正确值.（可能需要计算机来 
处理这个问题 . > 


晒 







第 48 章椭圆曲线与费马大定理 


费马大定理断言，如果则丢番图方程 

^* + = C " 

没有非零整数解.我们在第28章中己对^ =4证明了这一点.如果 A "+ S "= C ", 且«， 
比如说 n = pm , 则 

+ (B n V = W. 

因此，如果具有奇素数指数的费马方程无非零整数解，则具有合数指数的费马方程也无非零 
整数解. 

在第4章中我们已简要地叙述了费马大定理的历史.公平地说，在20世纪80年代以前 
关于费马方程的大部分深奥的工作都基于这类或那类的因数分解技巧.1986年，弗雷 
(Gerhard Frey ) 发现了费马大定理与楠圆曲线的联系并认为这是“进攻”费马大定理的新 
途径. 

弗雷的想法 如下： 如果费马方程有非零整数解（/»， S ， C ), 则考察椭圆曲线 

E a ,„ ■- y 1 

这个椭圆曲线现在叫做弗雷曲线.其判别式 

ME ab ) = + B r y = ( ABC) lr 

是个 2 p 次方，这是如此不寻常以致弗雷认为这样的曲线根本不存在.更精确地说，他猜想 
是如此奇怪以致它的 P - 亏量没有模性模式.塞尔 （ Jean-Pierre Seire ) 把弗雷的猜测作了进 
—步的提炼，1986年里贝特 (Ken Ribet ) 证明来自费马方程的非平凡整数解的弗雷曲线与模猜 
想相冲突.换句话说，里贝特证明了 Y + 矿 = C f 且 4 BC — 0时弗雷曲线不具有模性模式. 

受里贝特工作的鼓舞，怀尔斯花了六年时间试图证明每个（或至少大部分）椭圆曲线具 
有模性模式.最终他证明了每个半稳定的椭圆曲线具有模性 模式； 由于弗雷曲线是半稳定 
的 e , 这足以导出费马大定理®. 

费马大定理的证明概要 

(1) 设 P &3 是素数，假设氺 + S f = C 〃 有非零整除解 S , C ) 且 gcdM , S , C )= l . 

(2) 设仏. 8 为弗雷曲线/ =*(*+¥)<*- 妒）. 

(3) 怀尔斯定理告诉我们 £ A , 8 是有模性模式的，即 p - 亏量 a , 具有模性模式. 

(4) 里贝特定理告诉我们&, 8 奇怪到没有模性模式. 

(5) 上述矛盾导致我们得到方程 f 没有非零整数解. 


© 一个椭圆曲线是半稳定的，是指对不好的岽数; p •亏贵〜为1或 -1. 如果是不好的素数，则有更复 
杂的条件，但幸运的是我们可转换弗雷曲线从而把2变成好的素数. 

㊁在怀尔斯工作的基础上，2001年 Breuil、Conrad, Diamond 与 Taylor 彻底证明了一般的模猜想.一译者注 
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在看到费马大定理这个最著名的数学难题成功解决之际，也就结束了我们数论海洋的航 
行.我希望你就像我喜欢做你的向导-样喜爱这趟$行，也希望你已发现这最优美的课题中 
有许多结果值得敬佩，也有许多问题有待进 一步的 研究.总之，我希望你对数学已找到感 
觉，认为它生机勃勃，已有许多漂亮的珍宝被发现，但也有许多甚至更美妙的宝藏等待富有 
_洞察力、勇敢精神以及恒心与毅力的人来 挖掘. 



附录 A 小合数的分解- 

下表给出了不被2, 3, 5之一整除的小合数的素数分解式.使用此表前先把你要分解的 
数用2, 3, 5的幂次来除直到商中没有这样的因子，然后苒到表中 査找. 
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